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СТАЦИОНАРНЫЙ РАЗРЯД В ПОЛЕ СФОКУСИРОВАННОГО 
 ВОЛНОВОГО ПУЧКА 

В.Б. Гильденбург1, 2), И.А. Павличенко1, 2) 
1) ННГУ им. Н.И. Лобачевского 

2) Институт прикладной физики РАН 
Неравновесный разряд (с горячими электронами и холодными ионами), порожда-

емый в среде волновыми пучками, характеризуется широким кругом различных прак-
тических приложений: плазмохимические технологии, создание искусственных радио-
отражающих областей в атмосфере, обнаружение скрытых ионизируемых объектов на 
дальнем расстоянии, лазерно-плазменное преобразование спектров света, генерация и 
ускорение частиц, объемная и поверхностная наноструктурная модификация твердо-
тельных мишеней. Хотя ряд важных вопросов поведения плазмы, создаваемой волно-
вым пучком изучался теоретически (в основном, численно) и экспериментально при-
менительно как к микроволновым, так и оптическим разрядам (см., например, [1-7]), 
некоторые важные особенности этой довольно сложной нелинейной динамической си-
стемы остаются неисследованными. Это касается, в частности, изучения стационарного 
состояния неравновесного разряда – вопроса, который следует рассматривать, по-ви-
димому, в первую очередь для любой динамической системы независимо от реализуе-
мости этого состояния при том или ином сценарии ее эволюции. Такое состояние, 
например, может возникать сразу после стадии пробоя среды электромагнитным им-
пульсом, когда процесс ионизации замедляется или останавливается из-за экранирова-
ния поля созданной им плазмой, а ионы и атомы все еще остаются холодными. 

Упрощающим обстоятельством при решении стационарной задачи является харак-
терная для довольно широкого класса разрядов «пороговая» зависимость стационарной 
плотности плазмы от амплитуды электрического поля: плотность остается очень ма-
ленькой (и не влияет на волновое поле) до тех пор, пока амплитуда не превышает не-
которое пороговое значение !"#, и резко возрастет (что приводит к сильному экрани-
рованию поля) при переходе через это значение. Отсюда следует, что задача об отыс-
кании стационарного состояния может быть сформулирована следующим образом: 
необходимо найти такое распределение плотности плазмы $(&), чтобы комплексная 
амплитуда электрического поля (задаваемого в виде Re[+(&)exp(– /01)] и определяе-
мого на основании решения уравнений Максвелла при заданных внешних падающих 
волнах) удовлетворяла условиям 

 3 = 56781 = !"#		в	области, 		где	$ F ≠ 0,
3 < 	!"#			вне	этой	области.

 (1) 

К настоящему времени решения поставленной задачи известны только для про-
стейших форм разряда, создаваемых симметрично сходящимися волнами (плоской, ци-
линдрической и сферической) [8, 9]. Целью данной работы является отысание решения 
применительно к неравновесным стационарным разрядам, поддерживаемым в одно-
родной ионизируемой среде поперечными сфокусированными волновыми пучками вы-
сокой интенсивности, которые могут представлять непосредственный интерес для при-
ложений, упомянутых выше. 
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Разработанная в представленной работе физическая модель стационарного состя-
ния разряда состоит в следующем. Предполагается, что разряд поддерживается осесим-
метричным волновым пучком, который в невозмущенном состоянии (при отсутствии 
ионизации) имеет круговую поляризацию и фокусируется в некоторой точке, взятой за 
начало сферической системы координат N,		O, P (радиус, полярный угол между направ-
лением падающего луча и осью симметрии Q и азимутальный угол соответственно). 
Амплитуда невозмущенного электрического поля падающего пучка задается на каж-
дом луче в рамках приближения геометрической оптики как 

 !R = S TUV −
OX

OY
X NZ[ TUV −/\N , (2) 

где ϑ0 – угол сходимости пучка. Форма поверхности разряда определяется при этом си-
стемой двух линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, вытекающих из 
условия ]|!R| 	= 	!"# на границе, где ] – коэффициент прохождения по амплитуде, рас-
считываемый с учетом TE- и TM- составляющих падающих волн круговой поляриза-
ции [10], и условия полной взаимной компенсации (налагаемой требованием |3| =
const в плазме) поглощения проходящей волны и сходимости преломленных лучей 
вблизи границы. Распеделение плотности плазмы $ F  в разряде расчитывается на ос-
новании решения уравнения для фазы поля d, вытекающего из волнового уравнения 
для поля в плазме в случае достаточно слабой сходимости пучка (при малых значениях 
угла ϑ0): 

 	ed −
ν
0 [(fd)X − \X] = 0,	 (3) 

 
$
$g

= 1 −
(fd)X

\X , (4) 

где ν – эффективная частота столкновений электронов,	$g – критическая концентрация. 
Путем замены	d =–0lnj/ν нелинейное уравнение (3) сводится к более простому урав-
нению 

 ej −
lX

5X j = 0 (5) 

(5 – скорость света в вакууме), решение которого может быть выражено с помощью 
интеграла Кирхгофа-Гюйгенса через значения фазы поля на границе φn и ее производ-
ной по направлению внутренней нормали od/o7 n (рассчитываемые при определении 
формы границы) и функцию Грина этого уравнения [10] 

 j(F) =
l

4q5
exp(−νdn/0	 − νR/5)

r 1 +
5
νR

or
o7 n

−
1
\
od
o7 n

t

uv	, (5) 

где v – поверхность разряда, r – расстояние от точки интегрирования, лежащей на гра-
нице, до точки наблюдения с координатой &. 

Построенная модель позволила впервые проанализировать струтуру разряда с уче-
том отражения волн от границы плазмы в важном с практической точки зрения случае, 
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когда характерная длина затухания волны в плазме wx много больше длины электро-
магнитной волны λ, но много меньше длины области разряда L. Параметры разряда 
определяются при этом: (1) параметром затухания µ = w/wx, (2) углом сходимости 
пучка OY и (3) отношением максимальной амплитуды поля в фокусе невозмущенного 
пучка !Y к пороговому полю пробоя !"#. В качестве иллюстрации на рисунке ниже 
изображены зависимости плотности плазмы N от продольной (z) и поперечной (x) ко-
ординат (пучок распространяется в +z направлении и сфокусирован в плоскости Q = 0) 
при значениях параметров а)	OY = 15°, | = 10; б)	OY = 15°, | = 30 θ0 = 15º, µ = 30; в) 
OY = 15°, | = 100; г) OY = 30°, | = 10; д) OY = 30°, | = 30. Масштаб длины на рисунке 
u определяется рэлеевской длиной ~� 	= 	Ä/(2qOY) и превышением поля над порогом 
(u = ~�	!Y/!"#). Как видно из рисунка, увеличение угла сходимости пучка приводит к 
увеличению отношения поперечного и продольного размеров разряда и максимального 
значения концентрации, достигаемого всегда на оси симметрии системы 
($ÇÉÑ	~	$gsinXOY), а увеличение параметра поглощения µ - к его снижению и сдвигу 
положения максимума к фокусу. 

 

 
Рис. 

Аппроксимации, используемые в данной модели, ограничивают допустимый диа-
пазон параметров условиями l ≪ 0 и | ≫ 	1, означающими, что поглощение волн в 
разряде можно рассматривать как «умеренное»: мнимая часть показателя преломления 
по-прежнему мала по сравнению с действительной, но затухание электромагнитной 
волны на длине разряда при $ ≈ 	$g становится очень сильным. Эти условия могут вы-
полняться в «прозрачных» средах (как в газах, так и в твердых телах), если максималь-
ная интенсивность ионизирующего пучка велика по сравнению с пороговым значе-
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нием. Полученные результаты, однако, являются достаточно общими, чтобы представ-
лять интерес для разрядов, поддерживаемых в разных средах волновыми пучками раз-
ных частотных диапазонов. В частности, в микроволновых разрядах низкого давления 
(в лабораторных экспериментах или в верхних слоях атмосферы), а также при ТГц-про-
бое атмосферы эти условия реализуются, если длина волны Ä и давление газа V удовле-
творяют неравенству	Ä(см)V(Торр) < 1 , а амплитуда поля в фокальной области при 
отсутствии пробоя достаточно велика по сравнению с пороговым значением 
!th В/см 	~	40V(торр) 1 + 0X lX ~ 1500 Ä (см) [11]. Модель также позволяет описать 
возможные стационарные состояния оптического разряда в газе высокой плотности и 
в прозрачных диэлектриках. Например, в условиях лазерного пробоя (	Ä = 800	нм) 
плавленого кварца [6] (	l 0 ≈ 0.2, !th ≈ 5 ⋅ 10å V/cm) распределения плотности 
плазмы на рисунках (a)-(д) могут соотвествовать значениям интенсивности падающего 
пучка ç ≈ 3.5 ⋅ 1013, 3.1 ⋅ 1014, 3.5 ⋅ 1015, 5.6 ⋅ 1014, 5 ⋅ 1015 Вт/смX; характерный размер 
разряда при этом равен u ≈ 6, 12, 64, 6, 12	мкм соответственно. 

 
Работа выполнена при поддержке Российского Научного Фонда (проект № 17-12-

01574). 
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СПЕКТРАЛЬНО-МОДОВАЯ СТРУКТУРА ТЕРАГЕРЦОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ, 
ГЕНЕРИРУЕМОГО ПРИ ИОНИЗАЦИИ ГАЗОВ 
БИХРОМАТИЧЕСКИМ ЛАЗЕРНЫМ ПОЛЕМ 

И.В. Осовицкая1, 2), В.А. Костин1, 2), Н.В. Введенский1, 2) 
1) ННГУ им. Н.И. Лобачевского 

2) Институт прикладной физики РАН 
Лазерно-плазменная генерация терагерцового излучения привлекает значительное 

внимание в связи с возможностями построения источников сверхширокополосных те-
рагерцовых импульсов высокой пиковой мощности. Схемы такой лазерно-плазменной 
генерации могут использовать как квазимонохроматические (одноцветные) [1—7], так 
и бихроматические (двухцветные) фемтосекундные ионизующие импульсы [8—10]. В 
одноцветном случае форма спектра генерируемого терагерцового излучения может за-
висеть от фазовой структуры ионизующего импульса (то есть от фазового сдвига между 
несущей и огибающей в импульсе) [6, 7]. Как показано в [7], причиной такой зависи-
мости может быть конкуренция между различными пространственными модами, кото-
рые возбуждаются при действии на рожденные электроны плазмы линейных и квадра-
тичных по оптическому полю сил. В экспериментах фазовую структуру ионизующего 
импульса обычно можно контролировать, что открывает возможности для генерации 
широкополосного терагерцового излучения с перестраиваемым спектром. Переход от 
квазимонохроматических к бихроматическим импульсам посредством добавления к 
ионизующему полю его второй гармоники (например, сгенерированной с помощью 
кристалла удвоения частоты) обычно приводит к существенному (на несколько поряд-
ков) увеличению эффективности оптико-терагерцового преобразования [8—10]. Од-
нако возможности организации частотной перестройки при использовании бихромати-
ческих ионизующих импульсов, когда форма генерируемого спектра зависит от фазо-
вого сдвига между первой и второй гармоникой, до сих пор не описаны. В настоящей 
работе мы впервые исследуем такую перестройку, обусловленную сложным спек-
трально-модовым составом генерируемого излучения и конкуренцией между модами. 

Используемая модель для расчета параметров генерируемого терагерцового излу-
чения основана на модели, предложенной для одноцветных ионизующих импульсов в 
[7]. Базой служит двухстадийный подход [4, 5, 7, 10], который предполагает малость 
характерной частоты êëíì генерируемого терагерцового излучения по сравнению с об-
ратной длительностью ионизующего импульса 1/î: êëíìî ≪ 1. На первой короткой 
(фемтосекундной) стадии оптический импульс ионизует частицы газа и возбуждает в 
возникающей плазме электронные токи. На второй, более продолжительной (пикосе-
кундной) стадии происходит самосогласованная эволюция этих электронных токов 
вместе с создаваемыми ими полями на терагерцовых частотах. Удобство такого разде-
ления на стадии заключается в том, что на первой стадии можно пренебречь собствен-
ными (низкочастотными) плазменными полями и считать электрическое и магнитное 
поля заданными, а на второй стадии — считать поля и токи достаточно слабыми и пре-
небречь нелинейными слагаемыми в уравнении для электронного тока. 

На первой стадии решаются уравнения для плотности плазмы $ &, 1 , возмущения 
электронной плотности 7 &, 1  и плотности электронного тока ï &, 1  [7]: 
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 o$
o1 = $ñ − $ ó + ,

o7
o1 =

∇ ∙ ï
T ,

oï
o1 =

$TX

ö + + õ, (1) 

 
õ =

1
T ï ∙ ∇

ï
$ + 7 +

ï
$ + 7 ∇ ∙ ï +

7TX

ö + −
T
ö5 ï×ù. (2) 

Здесь T — элементарный заряд, ö — масса электрона, 5 — скорость света, + &, 1  и 
ù &, 1  — электрическое и магнитное поля, $ñ — начальная плотность нейтральных 
частиц, ó +  — вероятность ионизации в единицу времени. В численных расчетах ис-
пользуется эмпирическая формула для атома водорода [11] ó + = 40û !û/
+ exp −2!û/3 + − 12 + /!û , где 0û = 4,13 ∙ 10[ü	сZ[ и  
!û = 5,14 ∙ 10†	В/см — атомные единицы частоты и поля. Для системы (1) и (2) разви-
вается теория возмущений по полям и токам в предположении, что 7 ≪ $ и все харак-
терные размеры (оптическая длина волны, масштабы неоднородности плазмы) велики 
по сравнению с амплитудой осцилляций электронов. 

При решении уравнений (1) и (2) на первой стадии поля + и ù считаются задан-
ными и равными полям в бихроматическом оптическом бесселевом пучке, определяе-
мом магнитным вектором Герца °ñ = ¢ S£§Y \•N TZR£¶u0/2qß

Zß , где ® — угол фо-
кусировки бесселева пучка, 	\• = sin ® 0/5 — поперечное волновое число, ™ = 1 − Q/´ 
— «бегущее» время, ´ = 5/ cos ® — фазовая скорость, N — расстояние до оси пучка 
(оси Q декартовой и цилиндрической системы координат), §Y — функция Бесселя нуле-
вого порядка, «крышки» над векторами отмечают единичные орты, функция S£ явля-
ется Фурье-спектром компоненты вектора Герца на оси пучка и задает временной про-
филь ионизующего импульса. При этом энергия ионизующего импульса ≠̈, приходя-
щаяся на единицу длины вдоль оси Q, связана с S£ посредством выражения  

 ≠̈ = [ÆØ∞±≤ ≥
¥µ≤g≤ 0∂ S£

Xu0ß
Y .  

В численных расчетах выбирается временной профиль двухцветного импульса с носи-
телем на отрезке −2î, 0 : 

 

Π∏
ñ

= −
8q5∂çY

0Y
X cosX ®

cos 0Y™ + j +
π
4 cos 20Y™ sin∫ q™

2î 	при	 ™ + î < î,

0	при	 ™ + î ≥ î,
		  

где 0Y — частота основной гармоники (соответствует длине волны 2q5/0Y = 800	нм 
в численных расчетах), çY — максимальная интенсивность поля основной гармоники, 
π — отношение амплитуд напряженности электрического поля второй и основной гар-
моник, j — фазовый сдвиг между основной и второй гармониками. Плотность тока в 
первом порядке теории возмущений имеет дипольную структуру по азимутальному 
углу d, а во втором порядке представляет собой суперпозицию симметричной состав-
ляющей (компоненты плотности тока в цилиндрических координатах не зависят от d) 
и составляющей с двумя вариациями (компоненты пропорциональны cos 2d или 
sin 2d). 
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В результате численного интегрирования уравнений в первом и втором порядках 
теории возмущений внутри цилиндрической области N < æ = |Y5/0Y sin ® находятся 
распределение плотности плазмы к моменту окончания импульса $� N = $ N, d =
q/4, ™ = î  и распределение остаточной плотности тока ï� N, d = ï N, d, ™ = î ; здесь 
|Y ≈ 2,405 — первый ноль §Y. Рассчитанные распределения затем используются как 
параметры и начальные условия для расчета на второй стадии, которая основана на ре-
шении уравнений Максвелла вместе с линейным уравнением для плотности электрон-
ного тока в холодной столкновительной плазме: 

 ∇×+ = −
1
5
où
o™ , ∇×ù =

1
5
o+
o™ +

4q
5 ï,

oï
o™ + lï =

0ø
X

4q +,  

где 0ø N = 4q$� N TX ö — плазменная частота и l — частота столкновений элек-
тронов с тяжелыми частицами (равная 5 ∙ 10[X	сZ[ в численных расчетах). Для полей 
ставятся нулевые начальные условия, + ¶¿Y = 0, ù ¶¿Y = 0; для электронного тока в ка-
честве начального условия используется найденное на первой стадии распределение 
остаточного тока, ï ¶¿Y = ï�. На границе N = æ расчетной области ставятся условия из-
лучения в предположении, что вне области плазма отсутствует: $ N > æ ≡ 0. Полу-
чившаяся начальная задача посредством преобразования Лапласа по ™ сводится к кра-
евой задаче для азимутальных компонент лапласовских изображений !√

ƒ N, V cos≈d 
и ∆√

ƒ N, V sin≈d продольного электрического и магнитного полей, где V — лапла-
совская переменная, ≈ = 0, 1, 2. С помощью решения этой краевой задачи при N = æ 
рассчитываются излученная на бесконечность энергия  

r̈ad = r̈ad
Y + r̈ad

[ + r̈ad
X  в терагерцовом диапазоне частот на единицу длины вдоль 

оси Q, а также ее спектральная плотность ó ÉÀ ê = ó ÉÀ
Y + ó ÉÀ

[ + ó ÉÀ
X , где 

r̈ad
ƒ = ó ÉÀ

ƒ ê uêÃÕŒœ
Y  и ó ÉÀ

ƒ  — излученная терагерцовая энергия на единицу длины 
и ее спектральная плотность в азимутальной моде ≈, êÇÉÑ	— верхняя граница интере-
сующего частотного диапазона (1/î в расчетах), 

 ó ÉÀ
ƒ ê =

5X

8ê sinX ®
!√

ƒ æ, V
X
+ ∆√

ƒ æ, V
X

–ƒ sin ® Væ/5 X

ø¿ZXµRÃÆY

,  

где –ƒ — функция Макдональда порядка ≈. 
Проведенные численные расчеты показали, что дипольные остаточные токи и порождаемое 

ими излучение существенно зависят от фазового сдвига j для всех рассмотренных параметров 
ионизующих бихроматических импульсов, в то время как для составляющих с 0 и 2 вариациями 
по углу зависимость от j наблюдается лишь при достаточно сильных добавочных вторых гар-
мониках π ≳ 0.1. На рисунке представлена зависимость эффективности преобразования в от-
дельные азимутальные моды r̈ad

[ƒ]
≠̈ и суммарной эффективности r̈ad ≠̈ от α для $ñ =

5 ∙ 10[å	смZ∂, ® = 15°, îø = 100	фс, çY = 7 ∙ 10[∫	Вт/смX при оптимальном фазовом 
сдвиге, соответствующем максимуму суммарной излученной энергии. Пунктирная кривая пока-
зывает эффективность преобразования составляющей с 0 вариаций по углу, штрих-пунктир — 
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дипольной, точки — составляющей с 2 вариациями, жирная сплошная — суммарной. Как мо-
жем видеть, сопоставимый вклад в суммарное излучение все компоненты дают при α	~	1, а 
также в узких диапазонах значений π при очень малых амплитудах второй гармоники π ≪ 1, 
где с ростом π очень быстро возрастает дипольный остаточный ток и порождаемое им излуче-
ние. В этих случаях при достаточно больших углах фокусировки и интенсивностях форма тера-
герцового спектра может существенно зависеть от фазового сдвига. При других π ≲ 1 в излуче-
нии доминирует дипольная компонента, и от фазового сдвига зависит только величина излучен-
ной энергии, но не форма терагерцового спектра. 

 
Рис. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты № 18-02-01150 и 18-32-00951). 
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ИЗЛУЧЕНИЕ УСКОРЕННЫХ ЭЛЕКТРОНОВ В ПОЛЯРИЗОВАННОМ 
ВАКУУМЕ 

И.И. Артеменко, Е.Н. Неруш, И.Ю. Костюков 
Институт прикладной физики РАН 

Введение 
Развитие лазерной физики и технологии ускорения частиц в скором времени поз-

волит достичь таких интенсивностей и энергий, при которых можно наблюдать эф-
фекты квантовой электродинамики. Один из таких эффектов заключается в том, что 
при достаточно большой энергии электромагнитного поля показатель преломления в 
вакууме становится отличным от единицы. В работе разрабатывается численный алго-
ритм вычисления спектров заряженных частиц в поляризованном вакууме, используя 
методы Монте-Карло, в частности алгоритм Метрополиса-Гастингса. 

Излучение заряженных частиц 
Пусть есть некоторый источник ÷(1, F), находящийся в вакууме, в некоторой боль-

шой коробке. Будем считать, что источник существует в течение временного интервала 
1[, 1X , и ÷ 1[, F = ÷ 1X, F = 0. Поле, создаваемое такими источниками, можно пред-
ставить в виде суммы по плоским волнам: 

! = ◊ñ!ñ
ñ

,	

!ñ = Tñ TUV −/w1 + /7\N ,	

∆ñ =
\ñ
\ ´	!ñ.	

Используя уравнения Максвелла, легко получить выражение для коэффициентов 
разложения ◊ñ: 

◊ñ w, \ = −2p ÿ!ñu´u1
"≤

"Ÿ
.	

Энергия, излучаемая в моду с частотой 0ñ и волновым вектором ⁄ñ, может быть 
записана следующим образом: 

€ñ = 0ñ ∗ ◊ñ X. 
 
Вычисление данного интеграла напрямую, для большинства задач, невозможно. 

Однако удобно воспользоваться численными методами Монте-Карло. По сути, реше-
ние задачи сводится к построению гистограммы, которая повторяет плотность вероят-
ности, задающуюся функцией €ñ. Для этой цели удобно воспользоваться алгоритмом 
Метрополиса[1]. 

Алгоритм Метрополиса 
Нахождение гистограммы алгоритмом Метрополиса выполняется следующим об-

разом: 
- задаются затравочные значения частоты и угла wY и ®Y, и вычисляется значение 

|◊ñ wY, ®Y |X; 
- затем генерируется случайным образом частота и угол, и вычисляется |◊ñ 0, ® |X; 
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- если отношение |›fi £,≥ |≤

|›fi wfl,≥fl |≤
> 1, то запоминается значение сгенерированных ча-

стоты и угла; 
- если отношение меньше 1, то генерируется случайное число N ∊ 0,1 ; 
- если |›fi £,≥ |≤

|›fi wfl,≥fl |≤
< N, то запоминаются значения частоты и угла, иначе оставляется 

старое значение. 

 
Рис. 1 

 
Для демонстрации работы алгоритма приведем результаты его применения для 

двух известных задач (см. рис. 1 и 2). На рисунке 1 изображена диаграмма направлен-
ности точечного диполя. На рисунке 2 изображено распределение по углам излучения 
ультрарелятивистской частицы, движущейся по окружности. Из рисунка 2 видно, что 
ширина распределения совпадает с тем, что предсказывает теория. 
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Рис. 2 

 
В заключении отметим, что данный метод весьма перспективен для вычисления 

спектров в случаях, когда аналитическое решение получить невозможно. Примерами 
таких случаев могут быть излучения более тяжелых, чем электрон, лептонов или излу-
чение протона. Так как масса вышеупомянутых частиц большая, провести вычисления 
для их спектров излучения по аналогии с электроном не получается и можно пользо-
ваться только численными методам. 

Работа поддержана грантом РФФИ № 18-32-00943 
 

[1]  Metropolis N., Rosenbluth A.W., Rosenbluth M.N., Teller A.H., Teller E. Equation of 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КВАНТОВО-ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОГО КАСКАДА, 
ВОЗНИКАЮЩЕГО ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С 

ТВЕРДОТЕЛЬНОЙ МИШЕНЬЮ 

А.С. Самсонов, И.Ю. Костюков, Е.Н. Неруш 
Институт прикладной физики РАН 

Стремительный прогресс технологий петаваттных лазеров (ELI [1], Vulcan [2]), 
наблюдаемый в последнее время, привлекает большой интерес к исследованиям в об-
ласти взаимодействия электромагнитной энергии экстремальных плотностей с веще-
ством. Амплитуда электромагнитного поля, которую можно будет достичь в экспери-
ментах на таких установках, значительно больше характерного релятивистского поля 
даже для тяжёлых ионов !Y = ö5 0≠ · (здесь q, m – заряд и масса частицы, c – скорость 
света, 0≠ – частота лазера) и всего на несколько порядков меньше критического поля 
Швингера !t = ö‚

X 5∂ T ℏ ≈ 1,34 · 1018 В/м, где me – масса электрона, ℏ – постоянная 
Планка, T > 0 – модуль заряда электрона. В столь сильных полях начинают проявляться 
квантово-электродинамические (КЭД) эффекты, такие как распад гамма-фотонов на 
электрон-позитронную пару и нелинейное комптоновское рассеяние [3]. Вместе эти два 
процесса могут приводить к развитию КЭД каскадов, инициализируемых, например, 
изначально покоящимся электроном в сильном поле. Плазменные структуры, возника-
ющие в результате развития КЭД каскадов, активно изучаются в астрофизике, оптике, 
физике плазмы, физике высоких энергий и т.д. Параметр ‰, характеризующий вероят-
ность элементарных КЭД процессов, определяется по формуле 

 ‰ =
1

ö‚5!t
Â 3 5 + Ê×Á X − Ê ⋅ 3 X, (1) 

где Â – энергия частицы (электрона, позитрона или фотона), p – импульс частицы. От-
метим, что ‰ – Лоренц-инвариант. Область значений ‰ > 1 соответствует существенно 
квантовой задаче. 

В данной работе исследуется КЭД каскад, возникающий при взаимодействии еди-
ничного интенсивного лазерного импульса с твердотельной мишенью. Так как упомя-
нутые выше установки, на которых возможно экспериментально изучение такого взаи-
модействия, находятся на стадии строительства, то модели, описанные в данной работе, 
основаны на анализе результатов компьютерного моделирования, выполненного в ком-
плексе QUILL [4]. В моделировании циркулярно-поляризованный лазерный импульс с 
длиной волны Ä = 2qс 0≠ = 1 мкм распространялся вдоль оси x и имел прямоуголь-
ный профиль со сглаженными углами и амплитуду æY = ! !Y. Поперечные размеры 
импульса составляли 10.4 мкм, длительность – 45 фс. Мишень с толщиной u и началь-
ной концентрацией электронов 7‚ имела такие же поперечные размеры, как и лазерный 
импульс. 

Анализ результатов моделирования указывает на следующее характерное течение 
процесса взаимодействия. На начальной стадии импульс силой радиационного давле-
ния сжимает мишень в тонкую плёнку, и происходит ускорение ионов. Дальше между 
мишенью и лазерным импульсом начинает образовываться неоднородная электрон-по-
зитронная плазма, которая частично поглощает излучение, что приводит к снижению 
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эффективности ускорения ионов. После этого КЭД каскад начинает развиваться в са-
моподдерживающемся режиме. При этом передний (по отношению к лазерному им-
пульсу) фронт распределения электрон-позитронной плазмы распространяется 
навстречу лазерному импульсу до момента, пока всё излучение полностью не погло-
тится. Описанное поведение продемонстрированно на рис. 1 для счёта с параметрами: 
æY = 2500, u =1 мкм, 7‚ = 5,9 · 1023 см–3. На рис. 1 (a)-(g) представлено распределение 
плотности частиц и электромагнитной энергии вдоль оси x в различные моменты вре-
мени. На рис. 1 (h) отложена зависимость энергии частиц от времени. 

 

 
Рис. 1 

 
Механизм поддержания КЭД каскада становится ясным при рассмотрении конфигура-
ции поля внутри электрон-позитронной плазмы. Оказывается, что структура поля 
близка к циркулярно-поляризованной волне с 
перпендикулярными электрической и магнит-
ной компонентами, и поле затухает в плазме на 
масштабе в несколько длин волн. Ключевая 
особенность этой конфигурации – преоблада-
ние магнитного поля над электрическим. В та-
ком поле траектории частиц представляют со-
бой винтовые линии. В лабораторной системе 
отсчёта электроны и позитроны в среднем об-
гоняют фронт каскада, однако из-за вращения 
частиц их мгновенная скорость вдоль оси x 
иногда может быть меньше скорости фронта. В 
такие моменты частицы могут излучить гамма-
квант, который попадёт в вакуумную область, 
и родить в сильном поле новую пару. Эта пара 
затем ускорится этим же полем и попадёт обратно в плазму, и процесс повторится (см. 
схематическое изображение процесса на рис. 2). 

 
Рис. 2 
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Основываясь на данном механизме, мы разработали модель распространения 
фронта каскада. Мы полагаем, что частицы плазмы движутся со средней скоростью ËøÈ, 
причём электроны и позитроны имеют одинаковое распределение концентрации. При 
этом с вероятностью ̈ Í они излучают гамма-фотоны, распространяющиеся строго про-
тив оси x. Гамма-фотоны в свою очередь с вероятностью ø̈ могут распадаться на элек-
трон-позитронную пару. Интенсивность излучения при этом считается постоянной и 
однородной. Уравнения непрерывности в системе отсчёта, движущейся со скоростью 
ËøÈ, записываются следующим образом: 

 ÎÏÌ

Î"
= ø̈7Ó, (2) 

 
o7Ó

o1 − 5
o7Ó

oU = − ø̈7Ó + 2 Í̈7ø. (3) 

Решение этих уравнений с помощью преобразования Фурье показывает, что фронт рас-
пределения плазмы движется со скоростью ËÃÍÔÏ" =– 0,415. Переход в лабораторную 
систему отсчёта даёт связь между скоростью фронта и средней продольной скоростью 
плазмы: 

 ËøÈ =
ËÃÍÔÏ" + 0,415

1 + 0,41 ËÃÍÔÏ" 5. (4) 

Эта модель предсказывает скорость плазмы ËøÈ = 0,615	 для ËÃÍÔÏ" = 0,275	 (скорость 
фронта в счёте с æY = 2500), что достаточно близко к средней скорости плазмы в счёте: 
0,75. 

Кроме того, мы разработали модель поглощения излучения внутри электрон-по-
зитронной плазмы, которая основана на асимптотической теории движения электрона 
в условиях сильных радиационных потерь [5]. Считая, что задача одномерная и распре-
деление электрон-позитронной плазмы задано, записываются уравнения Максвелла, 
которые решаются введением векторного потенциала и волнового числа: 

 S + S 1 − ÒX + 2$øËÚ• = 0, (5) 

 SÒ + 2ÒS − 2$øËÚ = 0,	 (6) 

где Np  – концентрация позитронов, ËÚ и ËÚ• – компоненты скорости позитронов вдоль 
и поперёк электрического поля, !∏ + /!√ = /S exp(/d), ∆√ − /∆∏ = S + /ÒS exp(/d), 
d = −1 + Ò UÛ uU′

Y . Компоненты скорости ËÚ и ËÚ• находятся из асимптотической 
теории [5] и записываются в виде: 

 ËÚ =
−1
2S

SX − S
X − SXÒX X + 4SXS

X + SX − S
X − SXÒX , (7) 

 ËÚ• =
1
ËÚ

− ËÚ
S
SÒ. (8) 
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Итоговые уравнения решаются численно. Пример такого решения для распределения 
концентрации, взятого из численного счёта, представлено на рис. 3. На рис. 3 (а) пред-
ставлено численное решение уравнений (5)-(6), на рис. 3 (b) – распределения полей, 
взятые из численного моделирования (величины полей нормированы одинаковым об-
разом). 

 
Рис. 3 

 
Работа поддержана грантом РФФИ № 18-32-01061. 
 

[1]  https://eli-laser.eu 
[2]  https://www.clf.stfc.ac.uk/Pages/Vulcan-2020.aspx 
[3]  Берестецкий В.Б., Лифшиц Е.М. Квантовая электродинамика. – М.: Наука, 

1989, 728 с. 
[4]  https://iapras.ru/structure/dep_330/quill.html 
[5]  Samsonov A.S., Nerush E.N., Kostyukov I.Yu. // Phys. Rev. A. 2018. Vol. 98, № 5. 

P. 053858. 
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ПРИБЛИЖЕНИЕ ПОСТОЯННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ ДЛЯ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УЛЬТРАРЕЛЯТИВИСТСКОГО ЭЛЕКТРОННОГО ПУЧКА 

И ЛАЗЕРНОГО ИМПУЛЬСА 

Е.Н. Неруш1), М.С. Крыгин2) 
1) Институт прикладной физики РАН 

2) ННГУ им. Н.И. Лобачевского  
В настоящее время генерация гамма-квантов при столкновении лазерного им-

пульса и ультрарелятивистского пучка электронов используется, например, для изуче-
ния ядерных реакций [1], а также представляет интерес сама по себе [2]. Обычно для 
релятивистски сильных лазерных импульсов изменение спектра пучка электронов, вы-
званное излучением фотонов, моделируется с помощью метода Монте-Карло. Однако 
такое моделирование занимает достаточно много времени и не всегда позволяет прояс-
нить физический смысл рассматриваемых процессов. 

Столкновение лазерного излучения и ультрарелятивистского пучка электронов ис-
пользуется для получения высокоэнергетичных фотонов с помощью рассеяния Комп-
тона. Для интенсивных лазерных импульсов с æY ≫ 1 (здесь æY = T!Y/ö50≠	 – безраз-
мерная амплитуда лазерного импульса) излучение фотонов релятивистскими электро-
нами и сопутствующие модификации электронного спектра изучаются с помощью PIC 
(Particle-In-Cell) симуляции с методом Монте-Карло. PIC косвенно решает уравнения 
Больцмана для функции распределения электронов.  

В достаточно широком диапазоне параметров траектории электронов принимают 
вид прямой, и тормозное излучение описывается одномерным уравнением Больцмана: 

 o"ê‚ = 	−ıê‚ +	 ê‚ ÂÛ 0 ÂÛ → Â uÂÛ
ß

Ú
,	 (1) 

где 0(Â^′ → Â) – вероятность электрона с энергией ÂÛ в интервал времени dt испустить 
фотон, чтобы конечная энергия электрона оказалась в интервале (Â; Â + uÂ), 
ı Â = 	 0 ÂÛ → Â uÂÛÚ

Y  – полная вероятность излучения фотона в единицу времени. 
Фотонная функция распределения здесь не учтена (классический предел). 

Вероятность излучения фотонов зависит от лазерного поля, которое меняется по 
времени, и общее решение уравнение (1) выглядит так: 

 ê 1 = ê 0 	]TUV S 1Û u1Û"
Y 	 	. (2) 

Линейный оператор 	S	заменяет собой правую часть (1). Однако мы можем упро-
стить это выражение в том случае, когда лазерный импульс цикличен, и вместо инте-
грала от линейного оператора там будет стоять соответствующее усреднённое выраже-
ние. Экспонента также упростится до обычной. Таким образом, общее решение урав-
нения Больцмана будет эквивалентно частному решению уравнения Больцмана с по-
стоянными коэффициентами. Это соответствие между параметрами переменного ла-
зерного поля и параметрами соответствующего ему частного решения с постоянными 
коэффициентами может быть строго обосновано в Фоккер-Планковом режиме тормоз-
ного излучения. Данный метод называется «приближением постоянного (глобального) 
поля». 
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Вычислим эти параметры. Начнем с уравнения вероятности излучения фотоном 
электрона: 

 0 Â → ÂÛ = 	− ˘ñg≤

ħÚ
S/ ˚ u˚ß

√ + OS/Û Q ,  

 O = X
√
+ ÚZÚ¸ ˝√

Ÿ
≤

Ú
, (3) 

 Q = ÚZÚ¸

Ú¸˝

≤
˛.  

Здесь π = TX/ħ5	 – постоянная, S/ – функция Эйри. Считаем квантовую постоянную 
‰ → 0. В Фоккер-Планковом режиме при множественном излучении фотонов с малой 
энергией мы можем считать каждый процесс в частности случайным, что делает воз-
можным применение центральной теоремы. Сумма всех матожиданий падений энергии 
электрона будет равна матожиданию общих затрат; аналогично для квадрата диспер-
сии. Частота излучения фотона электронами (далее – критическая частота 0g) пропор-
циональна силе взаимодействия ̌ . Матожидание и квадрат дисперсии каждого падения 
энергии также пропорциональны ˇ. Так как ı ∝ 0g ∝ ˇ, то, осуществляя предельный 
переход от суммирования по всем падениям энергии к интегралу, получим: 

 | = |RR ∝ ˇX 1Û u1Û"
Y . (4) 

 "X = "RXR ∝ ˇ∂ 1Û u1Û"
Y . (5) 

По центральной предельной теореме значения матожидания и дисперсии будут 
равны для лазерного и постоянного полей. 
��	����
 определить силы взаимодействия для обоих случаев. В случае 

постоянного магнитного поля на электрон действует сила ˇ = T#Y в течение времени 
î. Для второго случая необходимо рассмотреть столкновение электрона и электромаг-
нитной плоской волны с конечной амплитудой. 

Поле волны запишем в виде: 

 ! = # = !Y 568X q$/2Un	 568 \≠$ , (6) 
где $ = U − 51, \≠ = 0≠ – частота циркуляции, Un – характерная длина лазерного им-
пульса (считаем, что Un ≫ 2q \≠). Принимая за начальное значение 
U(0) = Un, получим выражение для действующей на него силы: 

 ˇ ≈ 2T!Y 8/7X µg"
%

568 \≠Un − 20≠1 . (7) 

Полагая начальные энергии электронов одинаковыми, получаем связь между пред-
ставлениями: 

 #Y = ∫Y
†µ

!Y, î = X∫∂
ü∫YY

%
g

 . (8) 
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Полученные результаты были проверены для излучения одного электрона.  
В PIC-MC моделировании для лазерного импульса и для соответствующего ему посто-
янного магнитного поля был построен спектр электрона после взаимодействия (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

На рис. 1 красным цветом изображен результат PIC-MC моделирование взаимо-
действия электрона и лазерного импульса. Серым цветом изображен результат модели-
рование взаимодействия электрона и магнитного поля. Части рис. 1 под номерами (1), 
(2), (3) различаются длительностью лазерного импульса – 270, 68 и 17 фс соответ-
ственно. Как видно на рис. 1, спектр, полученный в приближении постоянного магнит-
ного поля, с хорошей точностью повторяет спектр, полученный при взаимодействии 
электрона с лазерным импульсом. В случае (1) присутствует смещение спектра, кото-
рое объясняется наличием дифракции. Для случая (1) был построен спектр электрона 
после взаимодействия с лазерным пучком без учета дифракции (зеленая линия на гра-
фике), совпадающий по виду с спектром в приближении постоянного магнитного поля. 

Кроме того, по исходным данным, взятым из эксперимента [3], в котором изуча-
лось взаимодействие между лазерным импульсом и ультрарелятивистским пучком 
электронов, был построен рис. 2. Исходный спектр электронного пучка на графике обо-
значен серым цветом, полученный в эксперименте спектр пучка после взаимодействия 
с лазерным импульсом изображен голубым цветом. 

 
Рис. 2 
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Для известных параметров лазерного пучка, используемого в эксперименте, были 
найдены соответствующие им параметры магнитного поля, и в приближении постоян-
ного магнитного поля был построен предполагаемый спектр электронного пучка после 
взаимодействия с лазерным полем (на рис. 2 – оранжевый цвет). Как видно из рис. 2, 
приближение постоянного магнитного поля позволяет достаточно точно предсказать 
вид конечного спектра электронного пучка. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 18-32-00943). 
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[3]  Poder K. Experimental signatures of the quantum nature of radiation reaction inthe field 
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[4]  Artemenko I. Global constant field approximation for radiation reaction in collision of 
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ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА КОХОНЕНА ДЛЯ АНАЛИЗА 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 

ТВЕРДОТЕЛЬНЫМИ МИКРОСТРУКТУРАМИ 

Т.М. Волкова, Д.А. Серебряков, Е.Н. Неруш, И.Ю. Костюков 
ННГУ им. Н.И. Лобачевского 

В настоящее время большую популярность приобрело лазерное ускорение элек-
тронов. Этот механизм позволяет ускорять электроны до высоких скоростей в лабора-
торных условиях. Суть процесса заключается в непосредственном воздействии элек-
трического поля лазера на электроны, что может увеличить их энергию до сотен МэВ 
при имеющихся в настоящее время интенсивностях лазера. Основными задачами в 
этом процессе являются подавление воздействия магнитного поля на частицы и полу-
чение продольного электрического поля относительно движения электрона. 

Одним из возможных способов достижения этой цели является использование 
твердотельных микроструктурных мишеней, которые могут как изменять структуру 
поля, так и обеспечивать эффективный источник инжекции электронов в поле [1]. При 
этом электроны можно наблюдать в почти реалистичных экспериментальных установ-
ках с использованием умеренно релятивистских лазеров. Интересным является анализ 
полученного в результате численных экспериментов массива данных. 

Для выявления различных режимов взаимодействия и выбора параметров для реа-
лизации эффективного взаимодействия лазерного излучения с мишенью периодиче-
ской структуры используется алгоритм cамоорганизующихся карт Кохонена. В каче-
стве анализируемых параметров были выбраны высота и ширина зубьев данной пери-
одической структуры. В качестве входных данных для сети Кохонена использовались 
коэффициент поглощения лазерной энергии и КПД генерации гамма-квантов. 

  
Рис. 1 Рис. 2 

 
На рисунке 1 представлены значения коэффициента поглощения лазерной энергии 

(горизонтальная ось) и КПД генерации гамма-квантов (вертикальная ось), распределен-
ные на разные цветовые группы (кластеры), соответствующие различным реализуемым 
режимам взаимодействия лазерного излучения с мишенью. На рисунке 2 представлены 
параметры задачи (высота и ширина зубьев данной периодической структуры, отло-
женные по горизонтальной и вертикальной осям соответственно), распределенные по 
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кластерам, соответствующим различным режимам взаимодействия. Можно выделить 
следующие режимы взаимодействия лазерного излучения с твердотельной мишенью 
периодической структуры: 
- режим с низким коэффициентом поглощения и генерации гамма-квантов, который 

реализуется для элементов микроструктур с небольшой высотой Δy (красные 
точки на графике); 

- режим с высоким коэффициентом поглощения и средним КПД генерации гамма-
лучей (зеленые точки); 

- режим с высоким коэффициентом поглощения и высоким КПД генерации гамма-
лучей (синие точки). 
Данная одномерная карта Кохонена была применена для анализа простой задачи с 

целью иллюстрации правильности работы алгоритма в данном конкретном случае. 
Планируется также применить алгоритм нейронной сети для многопараметрических 
задач взаимодействия лазерного излучения с твердотельными мишенями, исследовать 
более обширные области анализируемых на данный момент параметров, а также рас-
смотреть зависимость эффективности взаимодействия от периода неоднородностей. 
Данная задача очень важна, поскольку при увеличении мощности лазерного излучения 
до субпетаваттной на поверхности мишеней эффективно генерируется синхротронное 
гамма-излучение. Эффективность передачи лазерной энергии электронам и гамма-
квантам при этом сильно зависит от размеров микроструктур. 

Работа поддержана грантом РФФИ №18-32-01061. 
 

[1]  Serebryakov D.A., Volkova T.M., Nerush E.N., Kostyukov I.Yu. Efficient gamma-ray 
source from solid-state microstructures irradiated by relativistic laser pulses // Plasma 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДИАМАГНИТНЫХ 
ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ ИНЖЕКЦИИ ПЛОТНОГО ПЛАЗМЕННОГО ОБЛАКА В 

ЗАМАГНИЧЕННУЮ ФОНОВУЮ ПЛАЗМУ БОЛЬШОГО ОБЪЕМА 

А.С. Николенко, М.Е. Гущин, С.В. Коробков, И.Ю. Зудин, Н.А. Айдакина, 
А.В. Стриковский, В.И. Гундорин 
Институт прикладной физики РАН 

Задача разлёта облаков или струй плотной плазмы в замагниченную ионизирован-
ную среду возникают в различных областях геофизики и астрофизики. Искусственные 
плазменные потоки могут быть созданы при проведении космических активных экспе-
риментов [1, 2, 3]. Такие эксперименты дают бесценный научный материал, однако ин-
терпретация и прогноз их результатов затруднены в силу непредсказуемости натурных 
условий, а также недостаточной изученности физической картины в целом. Кроме того, 
в эксперименте невозможно обеспечить необходимую повторяемость исследований, а 
также отсутствует возможность варьирования параметров в широких пределах. По ука-
занным причинам лабораторное моделирование физических процессов, развиваю-
щихся при инжекции облака плотной плазмы в фоновую ионизированную среду, пред-
ставляется весьма перспективным подходом. Преимуществом лабораторного экспери-
мента является возможность управления внешними условиями при проведении много-
кратных измерений с накоплением больших объемов данных. При этом может быть 
использован весь арсенал современных диагностических средств, в том числе – дубли-
рующих и дополняющих друг друга. 

 
 

Рис. 1 

 

 
 

Рис. 2 
 
Целью данной работы являлось лабораторное исследование динамики разлёта 

плотного плазменного облака в замагниченную фоновую плазму стенда «Крот». Экс-
периментальная установка (рис. 1) представляет собой вакуумную камеру, в рабочей 
секции которой импульсным индукционным высокочастотным разрядом создается ци-
линдрический столб фоновой плазмы, имеющий размеры 5 м × 1,5 м. Максимальная 
плотность фоновой плазмы в момент пробоя достигает n0 ~ 1013 см-3, затем плазма рас-
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падается за время, зависящее от величины магнитного поля (порядка нескольких мил-
лисекунд). Распад фоновой плазмы происходит за счет диффузии и рекомбинации 
ионов на стенке камеры. Рабочий газ – аргон (Ar) или гелий (He). 

Для создания облака плотной плазмы была изготовлена коаксиальная пушка на ос-
нове отрезка коаксиальной линии с полиэтиленовой изоляцией. Конструкция пушки 
представлена на рис. 2. Пушка подключается к заряжаемым до 7,5 кВ конденсаторам, 
при разряде которых через тиристорный ключ возникает пробой по внешнему срезу 
изоляции. Происходит испарение полиэтилена с его последующей ионизацией, а по об-
разующейся плазме протекает ток силой до 3 – 5 кА. Повторяемость параметров плазмы 
от одного «выстрела» к другому достаточно высока – не хуже 10%. 

При умеренных параметрах напряжения и тока пушки с помощью двойного элек-
трического зонда было получено значение температуры электронов Te = 4 эВ. При пре-
дельных параметрах достигалась температура Te ~ 7 эВ и концентрация плазмы пушки 
ne ~ 1014 см-3. 

  
Рис. 3 Рис. 4 

 
Инжекция плотного плазменного облака в магнитное поле сопровождается обра-

зованием области ослабления последнего – диамагнитной каверны. Внутри каверны 
индуцируются вихревые токи, порождающие магнитное поле, ослабляющее фоновое в 
области, занятой плазменным облаком. Для регистрации импульсных возмущений маг-
нитного поля, создаваемых инжектируемым облаком плазмы, нами использовался ин-
дуктивный зонд в электростатическом экране. Фотосъемка плазменного облака осу-
ществлялась камерой с быстрым затвором. 

Динамика расширения плазменного облака вдоль (рис. 3) и поперек (рис. 4) внеш-
него магнитного поля в фоновую плазму (сплошные кривые) и в вакуум (пунктир) 
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представлена на рис. 3 - 4, на которых отображены мгновенные профили магнитного 
поля, снятые магнитным зондом напротив рабочей части пушки при индукциях фоно-
вого магнитного поля 90 и 225 Гс. Кривые нанесены последовательно с шагом 5–10 мкс. 
Видно уменьшение размера каверны с увеличением индукции внешнего магнитного 
поля. Также отметим, что при инжекции плазмы вдоль внешнего поля в серии выстре-
лов с фоновой плазмой диамагнитная каверна образуется несколько быстрее. По-види-
мому, плазменное облако «сгребает» фоновую плазму по мере своего расширения. При 
инжекции плазмы поперек магнитного поля на некотором расстоянии от пушки при 
наличии фоновой плазмы видно изменение знака возмущения магнитного поля, или 
парамагнитный эффект. Наличие области с увеличенным (или сжатым) магнитным по-
лем, по-видимому, обусловлено индукционными токами, наводимыми в фоновой 
плазме, выталкиваемой расширяющимся плазменным облаком в поперечном к магнит-
ному полю направлении. 

 
Рис. 5 

 
 
 



Секция «Электродинамика» 

36 

В ходе работы проводилась скоростная фотосъемка плазменного облака через окно 
вакуумной камеры на выдержках от 200 нс до 1 мкс. Фотоснимки плазменных облаков 
в сопоставлении результатов магнитных измерений при различных индукциях внеш-
него магнитного поля представлены на рис. 5. На фотографиях пунктиром отображено 
сечение, к которому относятся профиль магнитного поля и профиль светимости в ин-
тегральном свете. Выбранный момент времени – 7 мкс от начала нарастания тока. 

Профиль интегральной светимости плазмы качественно повторяет профиль диа-
магнитных возмущений. Заметно, что с увеличением индукции магнитного поля сгу-
сток плазмы фокусируется, приобретая характерную веретенообразную форму. Кроме 
того, видно, что при увеличении индукции фонового магнитного поля скорость перед-
него края облака несколько увеличивается: снимки приведены для одного и того же 
момента времени, однако в сильном магнитном поле облако имеет большую протяжен-
ность вдоль поля. 

За счет высокой воспроизводимости параметров плазменных облаков, формируе-
мых достаточно простым источником, а также благодаря возможности получения де-
тальной картины взаимодействия плазмы облака с фоновой плазмой и магнитным по-
лем, лабораторный стенд «Крот» может рассматриваться как перспективная платформа 
для экспериментального моделирования активных экспериментов в ионосфере и маг-
нитосфере Земли. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект №18-02-00850-а. 
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СПОСОБНОСТИ СПЕКТРОМЕТРА НА 
ИЗОБРАЖЕНИЯ ОПТИЧЕСКОЙ КОГЕРЕНТНОЙ ТОМОГРАФИИ 

Е.П. Шерстнев1), П.А. Шилягин2) 

1) ННГУ им. Н.И. Лобачевского 
2) Институт прикладной физики РАН 

Оптическая когерентная томография (ОКТ) – интерферометрический метод скани-
рования структуры оптически мутных сред. Он основан на регистрации интерференции 
двух когерентных волн, одна из которых направляется на опорное зеркало, а вторая – 
на исследуемый материал.  

В данный момент в этой сфере имеется серьезная проблема, связанная с сильным 
падением сигнала при увеличении глубины сканирования. В настоящий момент в ли-
тературе рассматриваются три основных фактора, которые объективно влияют на эту 
проблему, а именно, конечная длина когерентности, конечные размеры отдельного эле-
мента фотоприемника, конечные размеры пучка. Функция, описывающая кривую спа-
дания сигнала, получается путем перемножения функций, которые соответствуют ука-
занным факторам [1, 2]. 

Однако во многих работах отмечается, что кривая спада, полученная на практике, 
оказывается заметно ниже той, что получается при учете указанных выше факторов. 
При этом в большинстве работ в качестве фактора, влияющего на данную проблему, 
совершенно не учитывается такой важный параметр, как разрешающая способность 
спектрального прибора, который используется в экспериментальной установке. 

Целью работы является подробное рассмотрение задачи о разрешении дифракци-
онной решетки как основного диспергирующего элемента в ОКТ-спектрометрах. 
Обычно в ОКТ используются оптические схемы, построенные на использовании опти-
ческого волокна. На выходе одномодового волокна оптический пучок имеет гауссову 
форму, что позволяет для решения поставленной задачи использовать модель пучка с 
гауссовым распределением амплитуды. Предполагается (см. рисунок), что такой пучок 
падает на дифракционную решетку под углом qY. 

 
Рис. 
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Для получения необходимых результатов достаточно рассмотреть плоскую задачу, 

обобщение на случай трехмерного пространства можно получить очевидным образом. 
Тогда на входе в решетку имеется следующее скалярное распределение поля по коор-
динате x: 

! = !Y	exp[−(UX/"X) − /\U	sin(®Y)]. 
Обычно дифракционные решетки, используемые в ОКТ, представляют собой ди-

электрический материал с периодической структурой (с периодом u). Влияние решетки 
на распределение поля можно описать умножением изначального распределения на фа-
зовый множитель: 

! = !Y	exp − ≤

&≤ − /\U	sin ®Y exp[/'(U)], 
где '(U) – периодическая функция. Можно разложить её в ряд Фурье и ограничиться 
первым членом, так как последующие не внесут существенного вклада в дифракцию. 
Тогда 

' U = S	sin[2qU/u]. 
Имея на выходе из дифракционной решетки скалярное распределение, удобно вос-

пользоваться для нахождения поля в произвольной точке принципом Гюйгенса-Фре-
неля. Согласно этому принципу каждая точка дифракционной решетки является вто-
ричным источником сферической волны. Поля вторичных источников суммируются 
путем интегрирования в пределах дифракционной решетки [3]. 

Для упрощения расчета можно ввести два приближения. Во-первых, точка наблю-
дение находится в зоне Фраунгофера, что выполняется для большинства оптических 
систем. Во-вторых, решетка освещена не полностью, что позволяет не учитывать крае-
вые эффекты и считать пределы интегрирования бесконечными. Тогда  

!(N, ®) = –!Y
‚()*+

Í
∫ exp[−(UX/"X) − /\U	sin(®Y) − /\U	sin(®) + /S	sin(Xµ- )]uU, 

где интегрирование ведется в бесконечных пределах. 
В результате вычисления интеграла было получено следующее угловое распреде-

ление: 
. ® = ∑∆ñ	exp{−[2qX"X/ÄX][	sin(®Y) + sin(®) + öÄ/u]2}. (1) 

Из этой формулы видно, что угловое распределение представляет собой набор 
гауссоподобных кривых. Очевидно, что эти кривые достигают максимума при выпол-
нении следующего условия, которое является уравнением дифракционной решетки: 

8/7(®Y) + 	8/7(®) + öÄ/u = 0. 
Тогда индекс суммирования ö имеет смысл порядка дифракции, и каждая кривая из 
суммы соответствует отдельному порядку. 

С практической точки зрения интерес представляет порядок с ö = −1, поскольку 
в ОКТ и других спектрометрических приложениях целесообразно сосредотачивать 
большую часть мощности в одном порядке дифракции, что достижимо как за счёт под-
бора формы штриха дифракционной решётки, так и его периода, при определённой гео-
метрии запрещающего все порядки дифракции, кроме нулевого и минус первого. 

Для дальнейшего рассмотрения необходимо условиться, какие пучки можно счи-
тать разрешенными. Для ОКТ критическим является случай, когда глубина темного 
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пятна между двумя одинаковыми соседними максимумами, которые необходимо раз-
решить, составляет 10% от их высоты: в этом случае глубина изрезанности спектра де-
сятикратно уменьшается по сравнению с максимально возможной. Это условие выпол-
няется, когда одна кривая смещена относительно другой так, что они пересекаются на 
уровне одной второй от максимальной высоты. 

Пусть следующая разрешенная длина волны Äн = Ä + 2Ä. Очевидно, что при под-
становке этой длины волны в угловое распределение произойдет смещение кривой от-
носительно изначального положения. Анализ экспоненциального выражения в фор-
муле (1) позволяет установить, что эти длины волн разрешены, когда смещение имеет 
следующую величину: 

µ& X
-

34
4 = 2,5	ln2. 

Отсюда имеем выражение для разрешения 

r =
Ä
2Ä =

q" 2
2,5 ln 2 u ≈ 1,3$,	

где $ – число штрихов, освещенных центральной частью пучка, ограниченной радиу-
сом ". Таким образом, полученный результат имеет сходство с разрешением дифрак-
ционной решетки при нормальном падении на нее прямоугольного пучка, но коэффи-
циент, связывающий величину разрешаемого спектрального интервала с числом осве-
щаемых штрихов решетки, несколько отличается. 

Подводя итог, можно сказать, что в ходе работы была рассмотрена задача о паде-
нии гауссова пучка на бесконечную диэлектрическую дифракционную решетку. На ос-
нове решения этой задачи была получена формула для расчета разрешающей способ-
ности в рассматриваемом случае. В дальнейшем планируется провести оценку влияния 
полученных результатов непосредственно на изображения спектральной ОКТ. 

 
[1]  Lan G., Li, G. Design of a k-space spectrometer for ultra-broad waveband spectral do-

main optical coherence tomography // Sci. Rep. 2017. Vol. 7. P. 42353. 
[2]  Lulu Wang et al. // Laser Phys. Lett. 2019. Vol. 16. P. 045603. 
[3]  Ландсберг Г. С. Оптика. Учеб. пособие для вузов. – 6-е изд., стереот. – М.: 

ФИЗМАТЛИТ, 2003. 848 с. 
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ПОДАВЛЕНИЕ АРТЕФАКТОВ ДВИЖЕНИЯ В СПЕКТРАЛЬНОЙ 

ОПТИЧЕСКОЙ КОГЕРЕНТНОЙ ТОМОГРАФИИ 

П.А. Шилягин, С.Ю. Ксенофонтов, В.М..Геликонов, Г.В. Геликонов 
Институт прикладной физики РАН 

Спектральный вариант оптической когерентной томографии (ОКТ) основан на 
анализе спектра интерференции опорной и рассеянной объектом волн, полученного 
при помощи спектрометра на дифракционной решетке [1-2] либо имеющего комбини-
рованный дисперсионный элемент. 

Информация о внутренней структуре объекта восстанавливается при использова-
нии обратного преобразования Фурье оптического спектра, регистрируемого линей-
ным фотоприемником, размещенным в спектрометре на дифракционной решетке. Од-
нако, несмотря на относительно высокую скорость получения информации (несколько 
десятков тысяч строк в секунду), при визуализации трехмерных изображений проявля-
ются артефакты, связанные с наличием взаимного движения зонда и объекта исследо-
вания. Такие перемещения в основном связаны с тремором [3], дыханием [4], а также с 
вибрацией живых тканей под действием кровотока в крупных сосудах [3, 5] и имеют 
составляющую, направленную вдоль оси оптического зондирования. Наличие относи-
тельных смещений искажает визуализируемую форму исследуемых тканей, что в ряде 
случаев пагубно влияет на диагностическую ценность получаемых данных. Наиболее 
корректным методом является увеличение скорости получения изображений [6], од-
нако в реальных условиях этот способ имеет ограничения, часто связанные с разрешен-
ной мощностью источника излучения [7], в то время как мощность источника не 
должна выходить за пределы безопасного уровня, установленного международными и 
государственными стандартами (ГОСТ IEC 60825-1-2013). Для коррекции влияния сме-
щения объекта при ОКТ-исследовании разработан ряд подходов, ориентированных, в 
первую очередь, на офтальмологические приложения и предназначенных для коррек-
ции эффектов, обусловленных естественными движениями глаза человека. Специфика 
объекта исследования предполагает преимущественное влияние поперечных смеще-
ний, нарушающих целостность en-face изображения, которые могут компенсироваться 
как за счёт анализа полного 3D-изображения [8-11], так и при использовании дополни-
тельных опорных измерений, например, последовательного сканирования в ортого-
нальных направлениях с использованием одного B-скана [12] или дополнительного 
трехмерного изображения [13]. Настоящая работа посвящена разработке численного 
метода устранения влияния флуктуаций дистанции до объекта в спектральной ОКТ-
системе, основанного на измерении микромасштабных перемещений, происходящих 
на временном интервале между отдельными сканами в глубину по данным ОКТ и не 
предполагающего проведения вспомогательных измерений. 

Исходные данные A-скана после исключения автокорреляционной составляющей 
представляются в виде дискретной последовательности комплексных чисел ç5, где ó – 
номер спектрального отсчёта, соответствующий оптической частоте регистрируемой 
спектральной компоненты, для чего может использоваться любой из известных подхо-
дов от формирования квадратурного приёма сигнала до полностью численных проце-
дур на основе преобразования Гильберта. Непосредственно А-скан, представляющий 
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собой зависимость коэффициента обратного рассеяния от глубины в объекте, рассчи-
тывается из исходных данных с применением преобразования Фурье √̌ = ˇ]5(ç5), где 
Q представляет собой индекс, соответствующий определённой разности хода интерфе-
рирующих пучков. Если на временном интервале между соседними А-сканами иссле-
дуемый объект смещается не более чем на четверть центральной длины волны зонди-
рующего излучения, а сами сканы при этом частично коррелированы (шаг смещения 
зондирующего луча меньше его диаметра), то информация о смещении объекта может 
быть однозначно восстановлена из разности аргументов этих А-сканов. Для этого нахо-
дится скалярное произведение двух векторов, описывающих соседние А-сканы, и опре-
деляется значение его аргумента: 

 Dj = æN6( √̌,Z[	 √̌,
∗ , (1) 

где U – порядковый номер А-скана. Представляется очевидным, что в этом случае при 
суммировании вклад шумовых компонент, величина которых много меньше величины 
полезного сигнала, оказывается пренебрежимо малым, а наличие регулярной фазовой 
добавки, возникающей вследствие изменения положения объекта относительно опор-
ного плеча, приводит к формированию вектора, аргумент которого и определяется этим 
смещением. 

Определённое в (1) значение аргумента в последующем используется для коррек-
ции вертикального смещения A-сканов последовательно в пределах всего массива дан-
ных путем известного подхода, использующего фазочастотную коррекцию фурье-об-
раза комплексного распределения сигнала – исходных данных А-скана: 

 ç5,’ = ç5,	TUV(−/	jU	k(ó)), (1) 

где кумулятивный фазовый корректирующий множитель j определяется выражением 
j = jZ[ + Dj, а k(ó) – нормированные на среднюю величину в границах измеряе-
мого спектрального диапазона волновые числа. Вновь рассчитанный из ç5,’ сигнал бу-
дет скорректирован по вертикальному положению. Следует, однако, иметь в виду, что 
процедура не добавляет новых данных в изображение, и недостающие данные в общем 
случае заполняются некорректно, что обусловливает необходимость уменьшения отоб-
ражаемого диапазона на величину максимального смещения. 

Верификация разработанного метода производилась как на модельном объекте, 
представляющем собой специализированный фантом, закреплённый на вибростенде, 
так и на реальных биологических объектах (рисунок). 

  
(a) (б) 
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Рис. 
На рисунке представлен пример практического применения метода компенсации 

случайных продольных перемещений зонда в ходе ОКТ-исследований, направленных 
на визуализацию участка сетчатки глаза человека в окрестности диска зрительного не-
рва. На рисунке «а» изображение приводится без применения корректирующих опера-
ций, в результате чего вдоль «медленной» оси сканирования (ось y на рисунке ) объект 
выглядит неоднородно деформированным. На рисунке «б» изображение подвергнуто 
коррекции с использованием описанной процедуры, в результате чего отображаемая 
поверхность выглядит существенно более гладкой, а данные ОКТ становятся доступны 
для выделения дополнительной информации – в частности, ангиографической. 

В используемой в эксперименте лабораторной установке ОКТ скорость получения 
ОКТ-изображений составляет 20 000 А-сканов в секунду, центральная длина волны 
зондирующего излучения 1 300 нм. Эти параметры допускают возможность однознач-
ного определения смещений, происходящих с продольной скоростью до 6.5 мм/с, что 
является достаточным для решения большинства задач, стоящих перед ОКТ-
исследованиями, использующими бесконтактный тип сканеров. 

 
Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ (проект № 14.610.21.0014 ИГК 

RFMEFI61017X0014). 
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ЛУЧИ ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ ТВЕРДОТЕЛЬНОМ ОДНОРОДНОМ 
ИЗОТРОПНОМ ДИЭЛЕКТРИКЕ 

А.О. Климин, Н.Д. Миловский 
ННГУ им. Н.И. Лобачевского  

В работе [1] получена полная система уравнений электродинамики для электриче-
ского поля (+	) и магнитной индукции (ù) в среде, диэлектрическая Â и магнитная | 
проницаемости которой полагаются известными функциями цилиндрических коорди-
нат (далее ЦК) во вращающейся системе отсчёта (далее ВСО). Эти уравнения можно 
записать в форме  

 

N61 3∥ +
1
9 3• +

1
5
o
o1 Á∥ + 9 Á• + :×3• = 0, 

u/Ë Á∥ + 9 Á• + :×3• = 0, 
u/Ë Â 3∥ + 93• − 9 | :×Á• = 0, 

N61 Á∥ +
1
9Á•

1
| −

1
5
o
o1 Â(3∥ + 93•) − (9 |) :×Á• = 0, 

(1) 

используя векторы  

 
Á• + Á∥ ≡ ∆;<= + ∆>?= + ∆@A= = Á, 

3• + 3∥ ≡ !;<= + !>?= + !@A= = 3, 
(2) 

ориентированные перпендикулярно и параллельно скорости B = –CDY ≡ ΩC 5 DY ≡
βDY вращающейся точки вещества, и параметр 9 = = 1 1 − GX, отражающий обу-
словленную вращением неоднородность пространства. 

В настоящей работе в приближении геометрической оптики (далее ГО) рассматри-
ваются некоторые закономерности распространения электромагнитного монохромати-
ческого излучения во вращающемся твердотельном диэлектрике, который в инерциаль-
ной системе отсчета (далее ИСО) является однородной изотропной средой без диспер-
сии с показателем преломления 7 = Â|. С этой целью монохроматическое решение 
уравнений (1) следует искать в виде  

 Á•, Á∥, 3•, 3∥ = rT (Á•
Y , Á∥

Y, 3•
Y , 3∥Y) TUV /01

− /(0/5)H(C, j, ˚) , 
(3) 

где эйконал Φ(ρ,ψ, ζ) и его градиент 

 MH = 	
oH
oC <= +	

1
C
oH
ojA= +

oH
o˚ ?= ≡ MH N= ≡ €<= +

1
G OA= + P?= (4) 

мало изменяются на длине волны. В результате подстановки (3) в (1) получится система 
уравнений относительно компонентов QΦ, условием нетривиального решения которой 
является уравнение эйконала в форме 
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oH
oC

X
+

1
C

oH
oj

X
+

oH
o˚

X
−

7X − 1
1 − GX − 1 + –

oH
oj

X
= 0	, (5) 

где 7X = ÂR полагается известной функцией координат ρ,ψ, ζ. 
В соответствии с общей теорией решения нелинейных уравнений в частных про-

изводных первого порядка уравнение (5) преобразуется в функционал 

 €X + PX +
O
G

X
− 1 + O X −

7X − 1
1 − GX ≡ # C, j, ˚, €,

O
– ,P = 0	, (6) 

в котором независимыми переменными помимо (C, j, ˚) считаются компоненты гради-
ента эйконала (	€, O, P	), и далее формируется система обыкновенных дифференци-
альных уравнений в характеристической форме. 

Если в ИСО среда однородна и изотропна (7 = 56781), то в ВСО её показатель пре-
ломления 7 зависит только от координаты C. В такой среде 7X = 7X + πGX и 
o# oψ = o# o ζ = 0, вследствие чего сохраняются проекции QΦ на направления 
D=, S=, приобретая смысл первых интегралов 	O = 56781[, Z = 56781X. В результате 
система из 5-ти уравнений в характеристической форме имеет вид 

 

uG
2–€ =

u˚
2P =

u€
2– OX G∂ + G 7X + π − 1 1 − GX X = 

=
uj

2– O 9X GX − 1 =
uH

2 €X+PX − O − OX + (OX GX) = uî	. 
(7) 

Пространственная часть G î , j î , ˚(î) решения уравнений (7) определяет зави-
сящую от O	и		P траекторию луча, которая путем исключения î может быть представ-
лена как функция одной пространственной координаты, например, j G , ˚(G). При 
корректном выборе параметров OUV	и		PUV траектория jUV G , 	˚UV(G), начинаясь в 
точке А, будет приходить в точку В. Для нахождения OUV	и	PUV можно использовать 
независимость первых интегралов O, P от скорости вращения системы координат и 
определить их в ИСО, где K=0 и орт градиента эйконала W= совпадает с направлением  

 N== =
FÁ − FX
FÁ − FX

=
<Á + PV?= − <X + PU?=

(QV − QU)X + CVX + CUX + 2CUCV 568(πU + πV)
	.	 (8) 

В (8) указаны длины сторон CV,	CU и углы πU, πV при вершинах треугольника АОВ (см. 
рис. а), который образован проекциями точек А и В на плоскость, ортогональную оси 
ЦК. В этом случае значения OUV	и	PUV определяются из  

 

OUV
– =

7ℎ CV 568 πV + CU 568 πU
QV − QU X + CVX + CUX + 2CUCV 568(πU + πV)

	, 

PUV =
7 QV − QU

QV − QU X + CVX + CUX + 2CUCV 568(πU + πV)
	, 

(9) 
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где h высота треугольника AOB, опущенная из вершины О на строну АВ. Из (9) следует, 
что PUV = 0 и OUV – = 7ℎ, когда траектория луча располагается в плоскости, перпен-
дикулярной оси OZ. Для описания «встречного» луча (из В в А) в (9) следует переста-
вить индексы (S ⇔ ∆) и для расчёта траектории использовать параметры PVU = −PUV 
и OVU = −O[\. 

Орт лучевого вектора AB, являясь направлением касательной к траектории луча 
jUV G , 	˚UV(G), можно записать в виде 

 ]= UV =
<=€UV + A= OUV G − G 1 + OUV + ?=PUV

€UVX + OUV G − G 1 + OUV X + PUVX
	, (10) 

где, согласно (6), имеем 

 €UV(G) = −PUVX −
OUV
G

X
+

7X − 1 + πGX

1 − GX + (1 + OUV)X		. (11) 

На каждой лучевой траектории jUV G , 	˚UV G , за исключением кольцевой, име-
ется точка, находящаяся на минимальном расстоянии GUV от оси. В области GU ≥ G ≥
GUV радиальная составляющая потока мощности направлена в сторону оси (€UV > 0), а 
в точке GUV, где €UV(GUV) = 0, направление вектора Пойнтинга меняется на противо-
положное (€UV < 0). Поэтому при расчёте траектории луча АВ следует использовать 
две пары определённых интегралов уравнений (7) в единой форме 

 ˚UV G = 	
−PUV	uG′
€UV GÛ

^

^%
	 ; 	jUV G =

1 + OUV GÛ X − OUV
(G′)X €UV(G′)

^

^%
uGÛ, (12) 

где β± = βU для GU ≥ G ≥ GUV и β± = βV для GUV ≤ G ≤ GV. 
Орт ]= VU и траектория jVU G , ζVU β  «встречного» луча получаются из (10) – 

(12) с помощью замен OVU = −OUV и PVU = −PUV , в результате чего их общими точ-
ками могут быть только точки A и B. 

В качестве примера на рис. приведены «встречные» лучевые траектории AB (1,3) и 
BA (2,4) в плоскости ˚ = 56781, где PVU = PUV = 0, внутри диэлектрика (7X = 3 +
0.01GX), вращающегося с угловой скоростью Ω = 5	 ∙ 10ZX	секZ[ (– = 10ZXсмZ[), и в 
вакууме (7X = 1, 	– = 10ZXсмZ[). Векторы ab и aù ортогональны друг другу (aù ∙
ac) = 0 и в два раза отличаются по абсолютной величине ( aù = 2 ab = 2	см), так что 
в диэлектрике OUV = −OVU = – ∙ 12 5, а в вакууме OUV = – ∙ 4 5. 

Из (12) и рис., на котором кривыми 1, 3 указаны траектории AB и кривыми 2, 4 
представлены траектории BA, следует, что за исключением A и B «встречные» лучи не 
имеют общих точек. Траектории лучей AB сдвинуты относительно прямой AB в сто-
рону направления вращения A=. Траектории лучей BA имеют противоположное сме-
щение. В диэлектрике траектории лучей AB и BA, зависящие от показателя преломле-
ния 7 явно и не явно через OUV , расположены несколько ближе к прямой AB, чем соот-
ветствующие траектории AB и BA в вакууме (см. 3 и 4 на рис.). 

В вакууме единственной причиной, определяющей форму траектории луча, явля-
ется искривление пространства в неинерциальной ВСО. В диэлектрике добавляется 
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второй физический «механизм» трансформации кривой луча, обусловленный движе-
нием вещества по направлению вращения и известный после опытов Физо как увлече-
ние света движущейся средой. Из (12) и рис. б следует, что вращение диэлектрика ча-
стично компенсирует те изменения в форме траектории луча, которые вносит искрив-
ление пространства в неинерциальной ВСО. 

 
а  

б 
Рис. 

Из (10) – (12) следует, что замкнутый в ИСО оптический путь между пунктами A и 
B, образованный с помощью пары плоских зеркал, из-за наличия вращения нарушается 
и не переходит в замкнутый оптический путь в ВСО. Дело в том, что в ВСО орты луче-
вых векторов (vY)UV и (vY)VU	 в точках A и B образуют углы, отличные от q. Это значит, 
что для ретрансляции электромагнитного импульса из B в A нельзя использовать также 
уголковый ретрорефлектор или зеркало с обращением волнового фронта. Проблема мо-
жет быть решена, например, с помощью плоских зеркал, у которых нормали к отража-
ющим поверхностям в пунктах B и A направлены по биссектрисам углов между векто-
рами (vY)UV и −(vY)VU в этих точках пространства. Разумеется, такие зеркала должны 
быть адаптивными к изменению скорости вращения. Вывод о невозможности ретранс-
ляции с помощью ретрорефлектора оптического сигнала с геостационарного спутника 
на земной пункт управления ранее был получен в работе [2] на основе решения в при-
ближении ГО уравнений для изотропных геодезических волн в вакууме. 
 
[1]  Миловский Н.Д. // Оптика и спектроскопия. 2017. Т. 123, № 4. С. 633. 
[2]  Денисов М.М., Кравцов Н.В., Кривченков И.В. // Письма в ЖЭТФ. 2007. Т. 85, 

вып. 8. С. 498. 
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УЧЕТ ПОКАЗАТЕЛЯ ПРЕЛОМЛЕНИЯ ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ 
“ТОМОГРАММЫ” В ОГРАНИЧЕННОМ УГЛЕ ОБЗОРА 

А.О. Климин 
ННГУ им. Н.И. Лобачевского 

В процессе роста водорастворимых кристаллов возможно возникновение дефектов 
кристаллической структуры. Пример такого дефекта представлен на рис.1. Наличие по-
добных неоднородностей приводит к искажению волнового фронта проходящего 
сквозь них излучения. Исследование кристалла на наличие дефектов необходимо для 
повышения качества готовых оптических элементов, отбраковки заготовок, совершен-
ствования процесса роста. 

 
Рис. 1 

Теневой метод, применяющийся при исследовании кристаллов, обладает высокой 
чувствительностью к искажению волнового фронта. Использование данного метода 
позволяет определить наличие дефекта, но не дает информацию о местоположении не-
однородности внутри кристалла и ее структуре. В настоящей работе рассматривается 
вопрос о применимости одного из методов томографического восстановления для по-
лучения данной информации. Различные томографические методы широко применя-
ются для анализа данных полученных с использованием интерферометрических уста-
новок, проекционных данных и т.д.[1]. 

Задача восстановления изображения в компьютерной томографии сводиться к за-
даче нахождения исходной функции по известным интегралам от этой функции вдоль 
прямых, которые проходят сквозь нее под разными углами от 0 до 180 градусов. Ре-
зультатом рассмотрения этой задачи Иоганном Радона в 1917 стали понятия прямого и 
обратного преобразования Радона. Геометрический смысл прямого преобразования Ра-
дона изображен на рис. 2 и представляет собой интеграл от функции вдоль прямой, 
перпендикулярной оси U’, образованной поворотом оси U на угол ® и проходящей на 
расстоянии U’ от начала координат. Дискретизация преобразования Радона приводит 
кто тому, что искомая функция ê(U, d) заменяется двумерным массивом данных (изоб-
ражением) ç(/, ÿ), а интегрирование вдоль прямой сводится к сложению элементов мас-
сива с определенными порядковыми номерами. Результатом применения прямого пре-
образования Радона является набор проекций по углу от 0 до 180 градусов. 

Существует множество методов нахождения исходного изображения по извест-
ным интегралам, отличающихся сложностью вычислений и требованием к числу про-
екций. В настоящей работе используется метод фильтрованной обратной проекции. 
Геометрический смысл метода показан на рис. 3 и представляет собой обратное про-
ецирование данных, полученных при заданном угле, предварительно отфильтрованных 
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с помощью фильтра вида |ó| (фильтр Рама-Лака). Важно отметить, что данный метод 
применим к проекциям, имеющим не интегральный характер, таким как тень от объ-
екта. 

  
Рис. 2 Рис. 3 

При рассмотрении задачи о нахождении исходного изображения делается предпо-
ложение о том, что интегралы берутся вдоль прямой, что соответствует распростране-
нию излучения вдоль прямой линий. Для длины волны излучения находящейся в рент-
геновском диапазоне предположение зачастую оправданно. Так же предположение мо-
жет соблюдаться и в оптическом диапазоне для объектов определенной конфигурации 
с дополнительными ограничениями [2]. Для объектов с плоскопараллельными гранями 
излучение в оптическом диапазоне испытывает преломление на границе (см. рис. 4), 
приводящее к изменению угла распространения и смещению луча на величину 2U =
ℎ sin	(π − G(7)) cos	(G(7)), где π	и G(7) углы падения и преломления, ℎ – ширина 
объекта. При известных параметрах, таких как длина ~, ширина ℎ и показатель прелом-
ления 7, возможно учесть влияние преломления путем изменения угла распростране-
ния в методе обратной проекции и учета смещения координаты луча. 

 
Рис. 4 

Исследуемый объект показан на рис. 5 и 6 и представляет собой стекло марки K8 
шириной ℎ = 20 мм, длиной ~ = 80 мм и показателем преломления 7 = 1,5. На каждую 
сторону объекта были нанесены серии точек, а также на одну из сторон была нанесена 
буква «Ш». Измерения проводились с использованием теневой установки ИАБ-451[3] 
в угловом диапазоне π = −55: 1: 60. Реконструкция осуществлялась методом обратной 
проекции с модификацией, позволяющей учесть изменения угла распространения и 
смещение проходящих лучей, а также непрозрачные грани объекта, ограничивающие 
угловой диапазон. Для оценки действия алгоритма было проведено восстановление без 
учета показателя преломления. 
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Рис. 5 Рис. 6 

На рис. 7 и 9 приведены результаты реконструкции томограмм для двух различных 
плоскостей исследуемого объекта без учета показателя преломления. На рис. 8 и 10 
приведены результаты реконструкции томограмм с учетом показателя преломления.  

 
Рис.7  

 
Рис.8  

 
Рис.9  

 

 
Рис. 10 

 
На рис. 11-13 приведены различные виды на 3D модель, собранную из всех послойных 
томограмм с учетом показателя преломления. 
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Рис. 11 Рис. 12 

 
Рис. 13 

По результатам восстановления была оценена толщина объекта. Оценка по томо-
грамме изображенной на рис. 8 составляет ℎ ≈ 19,98 мм. Толщина объекта, оцененная 
по томограмме изображенной на рис. 10, составляет ℎ ≈ 19,67 мм. Расстояние между 
гранями без учета показателя преломления приблизительно можно оценить по томо-
граммам изображенным на рис. 7 и рис. 9 как ℎ ≈ 12,73 мм.  
На рис. 7-10 присутствуют артефакты, связанные с ограниченным угловым диапазо-
ном. Форма артефактов отличатся с учетом и без учета показателя преломления, так 
для томографии с учетом показателя преломления характерна симметричность арте-
фактов. Несмотря на кажущуюся априорность информации о толщине объекта, резуль-
таты оценки позволяют предполагать, что использование метода обратной проекции с 
учетом показателя преломления позволит уточнить расположение неоднородностей 
внутри объекта. Отметим также, что мы пренебрегли искажением волнового фронта 
вне исследуемого образца, считая, что воздух не вносит вклад в наблюдаемую теневую 
картину. Форма дефекта может быть определена с точностью до артефактов восстанов-
ления, зависящих от углового диапазона измерений. В дальнейшем планируется ис-
пользовать итерационные методы восстановления томограмм, позволяющие умень-
шить характерный размер артефактов. 

 
[1]  Yongjin S., Wonshik C., Christopher F. // Optics Express. 2009. Vol. 17, № 1. P. 266. 
[2]  Gang Y., Mark A.H. // Applied Optics. 2005. Vol. 44, № 20. P. 4265. 
[3]  Васильев Л.А. Теневые методы. – Москва: Наука, 1968, c. 400. 
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ИЗМЕРЕНИЕ ДЛИТЕЛЬНОСТИ УЛЬТРАКОРОТКИХ ЛАЗЕРНЫХ 
ИМПУЛЬСОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОДНОИМПУЛЬСНОГО 

АВТОКОРРЕЛЯТОРА ИНТЕНСИВНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

И.В. Кузьмин, С.Ю. Миронов 
Институт прикладной физики РАН 

Для измерения параметров сверхкоротких лазерных импульсов используются не-
прямые методы. В настоящее время широко распространены схемы FROG, SPIDER, 
GRENUILLE [1], позволяющие определять не только длительность, но и спектральную 
фазу импульсов. Для измерения длительности мощных фемтосекундных лазерных им-
пульсов обычно используют одноимпульсные авто-корреляторы интенсивности вто-
рого порядка. С их помощью за один “выстрел” получают автокорреляционную функ-
цию (АКФ) за счет неколлинеарной генерации второй гармоники. При взаимодействии 
происходит движение одного импульса по другому, что приводит к получению АКФ в 
интенсивности второй гармоники, которую несложно наблюдать на цифровой камере: 

 S(U) = ç[ 1 − πU çX(1 + πU)u1ß
Zß , (1) 

где ç[, çX – интенсивности импульса первой гармоники и его реплики, d – угол между 
взаимодействующими импульсами, π = sin d/2 /Ë, Ë – групповая скорость импульса. 
Длительность импульса определяется за счет линейной связи между пространственным 
и временным распределением интенсивности.  

При получении АКФ важную роль играют несколько факторов. Первый связан с 
геометрическим перекрытием взаимодействующих импульсов, на которое влияют ши-
рина пучка и угол схождения. Чем площадь перекрытия меньше (чем больше ширина 
пучка и угол схождения), тем точнее получается АКФ. Для импульсов гауссовой формы 
можно получить следующее выражение, соответствующее измеренной длительности 
импульса: 

 ∆1ñX = 2∆1X 1 + X∆"≤
ÈÏX˘≤∆≤ , (2) 

где ∆1 – реальная длительность импульса по уровню 1/2, ∆U – ширина пучка по уровню 
еZX. Оценим в соответствии с приведенным выражением зависимость измеренной дли-
тельности импульса от угла схождения внутри кристалла. Лазерный импульс обладает 
следующими параметрами: центральная длина волны 910 нм, длительность импульса 
1,3 и 10 периодов оптических колебаний (длительность одного периода составляет 3.3 
фс), ширина пучка 1.5 мм. График зависимости приведен на рис. 1, из него видно, что 
при выбранной ширине пучка существенная ошибка наблюдается при длительности в 
10 периодов поля. Следующим фактором, ограничивающим точность АКФ, является 
дисперсия излучения в нелинейном кристалле и в делителе пучка (в данной работе 
предполагается бездисперсионный делитель), которая приводит к изменению длитель-
ности взаимодействующих импульсов. Также на АКФ влияет снос излучения второй 
гармоники (при синхронизме типа оое), поэтому для снижения этого эффекта необхо-
димо осуществлять взаимодействие пучков в некритической плоскости. 
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Рис. 1 

Для описания процесса неколлинеарной генерации второй гармоники сверхкорот-
ких лазерных импульсов необходимо использовать систему уравнений, учитывающую 
полевую нестационарность и зависимость показателя преломления от длины волны. На 
основе работы [2] была получена система уравнений, описывающая трехволновое вза-
имодействие лазерных импульсов с длительностью до одного периода оптических ко-
лебаний: 
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где Sñ – комплексные амплитуды взаимодействующих импульсов, \√ñY – проекции 
волновых векторов взаимодействующих импульсов на ось Q, 0ñY – центральная ча-
стота, .ñ = \ñ 0 − / u\ u0 [ o o1 − \√ñY – дисперсионный оператор для каждого 
из импульсов, d – эффективный нелинейный коэффициент. 

Решение приведенной системы уравнений проводилось с помощью слип-степ 
Фурье метода. При моделировании рассматривался кристалл KDP толщиной  
10-300 мкм, на который подавались импульсы излучения со следующими параметрами: 
длина волны излучения 910 нм, длительность импульса 1 период оптических колебаний 
(3.3 фс), спектр и форма во времени – гауссовые, пространственное распределение ин-
тенсивности супергауссовое (2N=6), диаметр пучка по уровню 1/еZX 1.5 мм. Пучки 
разводились в некритической плоскости, тип синхронизма оое. Начальные условия при 
решении задавались в виде импульсов с амплитудным наклоном. 



Труды XXIII Научной конференции по радиофизике, ННГУ, 2019 

53 

На рис. 2а приведены графики зависимости отношения определяемой длительно-
сти импульса к заданной в зависимости от угла схождения между импульсами. Видно, 
что зависимости обладают одним экстремумом, а дисперсионный вклад становится 
сильно заметным при длинах кристалла уже в несколько сотен мкм. Рис. 2б-в демон-
стрируют эволюцию спектра второй гармоники в зависимости от угла схождения при 
различных толщинах кристалла (10,100, 300 мкм). На точность АКФ, как видно из рис. 
2а, изменения в спектре не влияют. 

 
а) 

 

б) 

 
в) 

 

г) 

 
Рис. 2 

В ходе работы были проанализированы геометрический и дисперсионный эф-
фекты, приводящие искажению АКФ. Показано, что искажение в спектре второй гар-
моники не приводит к дополнительным искажениям в АКФ. Также определено значе-
ние оптимального угла схождения. 

Работа выполнена при поддержке программы президиума РАН № 5 “Фотонные 
технологии в зондировании неоднородных сред и биообъектов”. 

 
[1]  Anderson M. E. et al // Laser Physics Letters. 2008. Vol. 5, №. 259. P. 259. 
[2]  Brabec Th., Krausz F. // Physical Review Letters. 1997. Vol. 78, № 17. P. 3282. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КОГЕРЕНТНОСТИ 
МНОГОМОДОВОГО СИГНАЛА В СЛУЧАЙНО-НЕОДНОРОДНОМ 

ВОЛНОВОДЕ 

И.А.Заболотный1), А.И. Малеханов1, 2) 
1) ННГУ им. Н.И. Лобачевского 

2) Институт прикладной физики РАН 
Когерентные свойства сигнала на входе приемной антенны играют принципиаль-

ную роль при синтезе и анализе методов обработки сигналов в антенных решетках, в 
том числе, в гидроакустических приемных системах [1]. Поэтому одним из главных в 
акустике океана является вопрос о том, насколько хорошо можно предсказать пара-
метры когерентности акустического сигнала удаленного источника в присутствии есте-
ственной изменчивости морской поверхности и водной толщи. Таким образом, моде-
лирование и прогноз функции пространственной когерентности (ФПК) акустического 
сигнала в случайно-неоднородном океаническом волноводе имеет важную прикладную 
направленность, связанную с развитием теории и практики обработки сигналов в ан-
тенных решетках в сложных условиях распространения. В данной работе представлены 
результаты анализа когерентных свойств сигнала на входе горизонтальной антенны в 
подводном звуковом канале (ПЗК) относительно малой глубины (в каналах мелкого 
моря). 

Постановка задачи и основные уравнения 
Следуя общепринятому модовому описанию низкочастотного звукового поля в 

ПЗК, сигнал удаленного точечного источника на входе горизонтальной антенны можно 
представить в виде суммы конечного числа ≈ мод дискретного спектра: 

 v U = æñTUV	{/ℎñU	8/7®}
ƒ

ñ¿[

, (1) 

где æÇ − случайная амплитуда, ℎÇ − продольное волновое число m-ой моды, θ −	угол 
направления на источник. 

С учетом представления сигнала (1), общее выражение для ФПК в точках U[	и	UX 
вдоль антенны имеет вид 

 r U[, UX = æñæÏ
∗ 	TUV	{/ ℎñU[ − ℎÏUX 8/7®}ƒ

Ï¿[
ƒ
ñ¿[ .  (2) 

Величины æÇæn∗  образуют матрицу взаимных корреляций модовых амплитуд 
(матрицу межмодовых корреляций). Её диагональные элементы есть интенсивности 
мод, формирующих поле сигнала на входе антенны, а недиагональные элементы опи-
сывают межмодовые корреляции и определяются характером рассеяния мод в слу-
чайно-неоднородном волноводе [2, 3]. 

Аналитическое решение 
Для получения аналитической оценки ФПК и масштаба пространственной коге-

рентности сигнала вида (1), сделаем ряд упрощающих предположений. 
Допустим, что взаимные корреляции модовых амплитуд отсутствуют: 
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 æñæÏ
∗ = æñ

X 2ñÏ = çñ2ñÏ.  
Физически, это отвечает ситуации достаточно интенсивных флуктуаций среды, ко-

гда амплитуды всех мод «потеряли» взаимные корреляции при дальнем распростране-
нии, либо пространственному усреднению интерференционной структуры звукового 
поля (1) [1, 2]. Далее, используем приближение сплошного спектра волновых чисел, 
предполагая, что волновой размер антенны недостаточен для разрешения отдельных 
мод в спектре сигнала. Это позволяет перейти от суммирования по номерам мод к ин-
тегрированию по волновым числам, при этом предположим, что якобиан такого пере-
хода — постоянная величина, т.е. спектр продольных волновых чисел является эквиди-
стантным. Наконец, предположим равномерность спектра интенсивностей мод. В итоге 
получаем из общего выражения (2) следующий результат для ФПК: 

 r eU =
8/7	(0,5∆ℎ∆U8/7®)

0,5∆ℎ∆U8/7® TUV −/ℎY∆U8/7® , (3) 

где введены обозначения: ∆ℎ = ℎƒ − ℎ[, ∆U = UX − U[, ℎY = (ℎƒ + ℎ[)/2. 
Сделанные предположения — отсутствие межмодовых корреляций, эквидистант-

ный спектр волновых чисел и равномерный спектр интенсивностей — в совокупности 
отвечают асимптотике максимальной случайности сигнала и минимальному масштабу 
его когерентности (оценке снизу): 

 wgÔ# = Xµ
∆#nRÏ≥. (4) 

Видно, что этот масштаб обратно пропорционален полной ширине модового спек-
тра сигнала и с уменьшением угла прихода стремится к бесконечности. 

Результаты численного моделирования и выводы  
В целях анализа более общих ситуаций, характерных для реальных ПЗК, проведено 

численное моделирование задачи. 
Для начала, рассмотрим влияние неэквидистантности спектра волновых чисел. 

Например, сильно-неэквидистантный спектр характерен для мелкого моря со слабой 
зависимостью скорости звука от глубины. Спектр продольных волновых чисел изоско-
ростного канала имеет известный вид 

 ℎñ = \ 1 − ö − [
X

X µ
io

X
. (5) 

Здесь # − глубина канала, 	\ − волновое число, количество мод ö = 1,2,… , ≈. В свою 
очередь, слабо-неэквидистантный спектр характерен для профилей скорости звука, 
близких к параболическому. Очевидно, вид спектра влияет на функцию якобиана пере-
хода к интегрированию по волновым числам, резко увеличивая вклад в формирование 
ФПК наиболее «плотных» мод в пространстве волновых чисел. В таком случае можно 
говорить о некоей «эффективной» ширине спектра волновых чисел ∆ℎ‚ÃÃ ≪ ∆ℎ, вели-
чина которой будет непосредственно влиять на пространственный масштаб ФПК со-
гласно (4). Физически очевидно, что аналогичным образом влияет вид спектра интен-
сивностей мод – чем сильнее его неравномерность, тем еще меньше становится вели-
чина ∆ℎ‚ÃÃ и растет масштаб когерентности. 
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На рис. 1 приведены нормированные ФПК сигналов для равномерного спектра ин-
тенсивности мод и масштабы пространственной когерентности, выраженные в длинах 
волн (по уровню 0.5), для трех видов спектра волновых чисел. 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

Рассмотрим теперь совместное влияние неэквидистантности спектра продольных 
волновых чисел и неравномерности спектра модовых интенсивностей. Для моделиро-
вания таких ситуаций эвристически зададим спектр интенсивностей мод в виде гауссо-
вой кривой, имеющей максимум в области низких мод (первых номеров, вариант 1) и 
средних мод (вариант 2): 

 ç = çY TUV −
ö −öY

X

"YX
, "Y ≪ ≈, (6) 

где параметр "Y= 15 – ширина спектра. На рис. 2 изображены нормированные ФПК для 
случая сильно-неэквидистантного спектра волновых чисел (5) и трех вариантов для 
спектров интенсивностей. Видно, что варианту 1 отвечает максимальный масштаб ко-
герентности (wgÔ# = 15,22	Ä), что объясняется сильным сокращением числа «эффек-
тивных» мод – вклад в ФПК дают только самые первые моды. Варианты 2 и 3 (равно-
мерный спектр) имеют, соответственно, значительно меньшие масштабы когерентно-
сти: wgÔ# = 1,71	Ä и wgÔ# = 1,33	Ä. 
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Наконец, рассмотрим более общий случай частично-коррелированных модовых 
амплитуд. Зададим эвристическую модель межмодовых корреляций в виде (рис. 3) 

 æñæÏ
∗ = æñ

X æÏ
XTZqfir

≤ 	, .ñÏ = ñZÏ ≤

s≤ .  
Параметр Δ – масштаб межмодовых корреляций и определяет число мод, коррелиро-
ванных с данной модой. Он уменьшается с ростом расстояния до источника, что отве-
чает ситуации постепенного затухания межмодовых корреляций [2, 3]. В случае спек-
тра волновых чисел (5) и равномерного спектра интенсивностей для тех же значений 
параметра, что и на рис. 3, нормированная ФПК имеет вид, показанный на рис. 4. 

  
Рис. 3 Рис. 4 

Таким образом, в работе показана существенная зависимость когерентных свойств 
многомодового сигнала в случайно-неоднородном ПЗК (вида ФПК и ее пространствен-
ного масштаба) от основных физических факторов, определяющих условия его распро-
странения — спектра волновых чисел мод, спектра интенсивностей мод и масштаба 
межмодовых корреляций. Корректный учет этих факторов дает возможность получе-
ния оценки масштаба когерентности сигнала, что представляется важным с точки зре-
ния анализа эффективности методов пространственной обработки. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 18-32-01045). 
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