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Цель работы: Экспериментальное и теоретическое исследование нелинейных 
акустических эффектов, возникающих при cамовоздействии продольной низко-
частотной (НЧ) волны в стержневом резонаторе, изготовленном  из поликри-
сталлической горной породы – серебристого кварцита.  

Кварцит –природный минерал светло-серого цвета с серебристым отблеском. Он 
состоит на 70-80% из кварца (SiO2) и содержит примеси минеральных силикатов и 
алюмосиликатов, в основном, в виде слюды, полевого шпата и талька. Плотность 
кварцита – 2,68 гр/см3. Для иллюстрации, на Рис.1 приведена фотография микро-
структуры исследуемого образца, из которой видно, что минерал обладает зернистой 
структурой c характерным размером зерна до 80 мкм. Это свидетельствует о наличии 
различных дефектов, в частности, дислокаций в межзеренном пространстве. 
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Рис.1 Рис. 2 
 
Схема эксперимента изображена на Рис.2. Из кварцита изготавливался стержень 

квадратного сечения (со стороной ~1,4 см) и длиной ܮ ൌ 39,4 см. К нижнему торцу 
стержня 1 приклеивался пьезокерамический излучатель накачки 2 предназначенный 
для возбуждения продольной (НЧ)  стоячей волны; другая сторона излучателя 2 – к 
массивной металлической нагрузке 3. К верхнему, свободному торцу стержня 1 при-
клеивался акселерометр 4 – для приема низкочастотных колебаний, создаваемых 
излучателем 2.  Сигнал с акселерометра 4 поступал на спектроанализатор. 

 Проводилось исследование низкочастотных эффектов амплитудно-зависимого 
внутреннего трения и генерации высших гармоник, обусловленных гистерезисной 
нелинейностью материала. Для этого, при помощи излучателя 2,  в стержне 1 возбуж-
дались низкочастотные акустические колебания на частоте ܨ, близкой к частоте ܨ௣,  
одной из первых двух его продольных мод, и измерялись зависимости нелинейных 
сдвигов резонансных частот  ܨ௡௟ ൌ ܨ െ ௣ܨ ൏ 0 и коэффициентов затухания ߤ௡௟  от 
амплитуды деформации ߝ௠ стержня (в резонансе). На Рис.3 приведены зависимости 
амплитуды деформации ߝ௠  (в резонансе) от амплитуды электрического напряжения  ܸ,  на излучателе накачки при возбуждении резонатора на двух первых продольных 
модах (݌ ൌ 1; 2).  
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Из рисунка следует, что при малых 
амплитудах возбуждения ሺߝ௠ ൏ 10ି଺ሻ, 
зависимости ߝ௠ ൌ ௠ߝ .௠ሺܸሻ  линейны, т.еߝ ן ܸ а далее, при ߝ௠ ൐ 10ି଺, они  
становятся нелинейными; это свиде-
тельствует о наличии нелинейных 
потерь.  
Далее, на Рис.4а,б приведены графики 
зависимостей модулей относительных 
нелинейных сдвигов резонансных 
частот หܨ௡௟/ܨ௣ห и коэффициентов нели-
нейного затухания ߤ௡௟/ߤ௣   от ߝ௠  , где ߤ௣ ൌ ሺΩ௣ ܳ௣ሻିଵ.   Рис.3 
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Рис. 4а,б 

В представленных зависимостях можно выделить два амплитудных диапазона: (I) –  ߝ௠ ൏ כߝ ؆ ሺ2 ൊ 4ሻ · 10ି଺, где ܨ௡௟/ܨ௣ ן ௠ଶߝ ௣ߤ/௡௟ߤ , ן ௠ଶߝ , и (II) –   ߝ௠ ൐ ௣ܨ/௡௟ܨ где ,כߝ ן ௣ߤ/௡௟ߤ ,௠ߝ ן  ௠   свидетельствует о проявлении в материале гистерезиснойߝ ௣  отߤ/௡௟ߤ ௣ห  иܨ/௡௟ܨ௠. Наличие в каждом диапазоне одинаковых зависимостей หߝ

степенной нелинейности (с показателем степени n ), причем, для первого диапазона ݊ ൌ 3, а для второго – ݊ ൌ 2. Из Рис.4а,б также видно, что наблюдаемые зависимо-

сти  для ݌ ൌ 1; 2 близки и не зависят от номера моды ݌, т.е. от частоты  ܨ௣,   возбуж-

дения резонатора. 



 

 Далее,  при   ߝ௠ ൐ 2 · 10ି଺ (т.е. во втором диапазоне) наблюдалась генерация вто-

рой и третьей гармоник волны накачки. На Рис.5 приведены зависимости амплитуды 

смещения ܷଶሺܮሻ свободного торца стержня на частоте второй гармоники от амплиту-

ды деформации ߝ௠ волны накачки на первой и второй модах (в резонансе) и амплиту-

ды деформации ߝଷ стержня на частоте третьей гармоники от амплитуды деформации ߝ௠ волны накачки на первой моде (также в резонансе). Из рисунка видно, что зависи-

мости близки к квадратичным, т. е.: ܷଶሺܮሻ, ଷߝ ן ௠ଶߝ . 

Легко также заметить, что здесь показа-

тель степени 2  на единицу больше зна-

чения показателя степени в зависимостях หܨ௡௟/ܨ௣ห  и ߤ௡௟/ߤ௣ от ߝ௠   в том же (вто-

ром) диапазоне (Рис.4). Именно такие 

закономерности для нелинейных потерь, 

дефекта модуля упругости и амплитуд 

высших гармоник и должны наблюдаться 

для волн в средах с гистерезисной квад-

ратичной нелинейностью    [1,2-3].  

 Аналитическое описание наблюдаемых эффектов проводилось с использованием 

феноменологического уравнения состояния, содержащего гистерезисную нелиней-

ность среды [5-8]: ߪሺߝሻ ൌ ߝሾܧ െ ݂ሺߝሻሿ ൅  ሶ ( с учетом ее линейной диссипацииߝߩߙ

[1]), где ݂ሺߝሻ – нелинейная функция, |݂εᇱ ሺߝሻ| ൏൏  коэффициент линейной – ߙ ,1

диссипации, ߩ –  плотность. При этом, проводимый анализ осуществлялся как в рам-

ках упругого (1), так и неупругого (2) гистерезиса: 

 ݂ሺߝሻ ൌ ଵ௡ ۔ە
ۓ ;ଵߛ ሺߝ ൐ 0, ሶߝ ൐ 0ሻ,ሺߛଵ ൅ ଶሻߛ ௠௡ିଵא ߝ െ ;௡ߝଶߛ ሺߝ ൐ 0, ሶߝ ൏ 0ሻ,െߛଷߝ௡; ሺߝ ൏ 0, ሶߝ ൏ 0ሻ,ሺߛଵ ൅ ଶሻߛ ௠௡ିଵא ߝ െ ;௡ߝଶߛ ሺߝ ൏ 0, ሶߝ ൐ 0ሻ,  (1) 
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                            Рис. 5 



 

 

݂ሺߝሻ ൌ ߚ ௠ଶא ߝ ൅ ଵ߳௠ߚ ൜ ଶߝ െא௠ଶ ; ሶߝ ൐ 0െߝଶ ൅א௠ଶ ; ሶߝ ൏ 0 , где  ݊ െ целое число, ݊ ൐ ,ଵିସߛ ;1 ,ଵߚ ଵߚ െ параметры гистерезисной нелинейности; ଶ,ସߛଵ,ଷ൅ߛ ൒ 0; ௠߳|ߚ| ا ଵଶ|߳௠ߚ| ;1 ا 1; ଵߚ ൅ ଶߚ ൒ 0; หߚଵ,ଶห ب 1. 

(2) 

Было установлено, что при сильном возбуждении, т.е. во втором диапазоне  ሺߝ௠ ൐  ሻכߝ
выражения для  ܨ௡௟/ܨ௣, ߤ௡௟/ߤ௣, а также ܷଶሺܮሻ и ߝଷ имеют вид: ܨ௡௟/ܨ௣ ൌ െܽଵߝ௠; ߤ௡௟/ߤ௣ ൌ ܾଵܳ௣ߝ௠; ܷଶሺܮሻ ൌ ሾܽଶଶ ൅ ܾଶଶሿଵ/ଶߝ௠ଶ L, ( ܮ െ длина исследуемого резонатора); 

ଷߝ  ൌ 4ሾܽଷଶ ൅ ܾଷଶሿଵ/ଶΩ௣ߝ௠ଶ15ߨ ቄ൫Ω௣/Ωଷ௣ିଵ൯ଶ ൅ 4ൣሺ1 െ ௠ሻߝ௡௟ሺߜሻݍ ൅ ∆Ωଷ௣/3൧ଶቅଵ/ଶ , где (3) ܽ଴ିଷ,   ܾଵିଷ െ коэффициенты разложения ݂ሺߝሻ в тригонометрический ряд: 

 

െ для упругого гистерезиса: ݍ ൌ ሺ36/35ߨሻሺܽ଴/ܽଵሻ;  ܽ଴ ൌ ߨ12 ሺߛଵ െ ଶߛ ൅ ଷߛ െ ସሻߛ ൅ 18 ሺߛଵ ൅ ଶߛ ൅ ଷߛ ൅ ସሻ; ܽଵߛ ൌ ሺ14/9ߨଶሻሺߛଵ െ ଶߛ ൅ ଷߛ െ ସሻߛ ൅ ሺ1/6ߨሻሺߛଵ ൅ ଶߛ ൅ ଷߛ ൅ ସሻ; ܾଵߛ ൌ ሺ2/9ߨଶሻሺߛଵ ൅ ଶߛ ൅ ଷߛ ൅ ସሻߛ ൐ 0; ܽଶ ൌ ሺ1/64ሻሺߛଵ െ ଶߛ െ ଷߛ ൅ ସሻߛ ൅ ሺ1/24ߨሻሺߛଵ ൅ ଶߛ െ ଷߛ െ ସሻ; ܾଶߛ ൌ ሺ1/48ߨሻሺߛଵ ൅ ଶߛ െ ଷߛ െ ସሻ;  ܽଷߛ ൌ ሺ2/15ߨሻሺߛଵ െ ଶߛ ൅ ଷߛ െ ସሻ; ܾଷߛ ൌ ሺ1/30ߨሻሺߛଵ ൅ ଶߛ ൅ ଷߛ ൅ ସሻ. െߛ для неупругого гистерезиса: ݍ ൌ ሺ27.35ሻ; ܽ଴ ൌ ଵܽ  ;ߚ ൌ ሺ2ߨ3/ߚሻ; ܾଵ ൌ ሺ8/9ߨଶሻሺߚଵ ൅ ଶሻ; ܽଶߚ ൌ െሺߚଵ െ ଶሻ/16ߚ ; ܾଶ,ଷ ൌ 0; 
(4) 

∆Ωଷ௣ ൌ 3Ω௣ െ Ωଷ௣ିଵ െ дисперсионная расстройка частоты 3Ω௣ от резонансной час-
тоты моды с номером 3݌ െ 1, связанная с дисперсией волн в стержне и отличием 
граничных условий на торцах резонатора от идеальных.  

Из сравнения экспериментальных результатов (Рис.4) и выражений для  ܨ௡௟/ܨ௣ и ߤ௡௟/ߤ௣, с учетом (4), коэффициент нелинейности составлял: ሾܽଷଶ ൅ ܾଷଶሿଵ/ଶ ؆ 3,6 ·10ଶ. Этот же коэффициент определенный независимо по амплитуде третьей гармони-
ки из выражения (3) составляет:

 
ሾܽଷଶ ൅ ܾଷଶሿଵ/ଶ ؆ 3,55 · 10ଶ. Близость значений свиде-

тельствует о том, что уравнение состояния исследованного образца кварцита соответ-
ствует упругому гистерезису (1).  Отметим, что при проведении аналогичного анализа 
в рамках неупругого гистерезиса (2), между этими коэффициентами, определенными 
разными способами, наблюдалось количественное несоответствие: значение коэффи-
циента нелинейности определенного по амплитуде третьей гармоники примерно в 1,7 
раза превышало тот же коэффициент, определенный по сдвигу резонансной частоты и 
потерям. Это свидетельствовало о непригодности неупругого гистерезиса (2) для 
описания нелинейных акустических эффектов в кварците. Однако, если при измере-
нии нелинейных эффектов ограничиться только второй гармоникой, то изучаемые 
эффекты в кварците, как, впрочем, и во многих других поликристаллических твердых 
телах, можно описывать как упругим (1), так и неупругим (2) гистерезисами [4]. 

 

 



 

Выводы: 

1. Кварцит обладает гистерезисной акустической нелинейностью, которая ха-
рактеризуется неаналитической степенной функцией деформации:  

–при малых амплитудах деформации (   ࢓ࢿ ൏ כࢿ ؆ ૜ · ૚૙ି૟ሻ, показатель степени    ࢔ ൌ ૜ ;       
-при больших (  ૜ · ૚૙ି૟ ൏ ࢓ߝ  ൏ 2 · ૚૙ି૞ –   ࢔ ൌ ૛  .     

   Таким образом, акустическая нелинейность кварцита оказалась “неклассиче-
ской”, т.е. неаналитической, и аномально высокой.  

2. Неупругий гистерезис оказывается непригодным для описания нелинейных 
акустических эффектов в кварците. Однако, если при измерении нелинейных 
эффектов ограничиться только второй гармоникой, то изучаемые эффекты в 
кварците, как, впрочем, и во многих других поликристаллических твердых те-
лах, можно описывать как упругим гистерезисом, так и неупругим. 
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