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Список основных сокращений 

 

s(t) – детерминированный сигнал 

S(ω) = F[s(t)] – спектральная плотность (спектр) 

F – оператор прямого преобразования Фурье 

s(t) = F-1[S(ω)] 

F-1 - оператор обратного преобразования Фурье 

g(t) – импульсная характеристика линейной цепи 

h(t) – импульсная характеристика линейной цепи 

s(p) = L[s(t)] – изображение (по Лапласу) сигнала s(t) 

L – оператор прямого преобразования Лапласа 

s(t) = L-1[s(p)] – изображение (по Лапласу) сигнала s(t) 

L-1 – оператор обратного преобразования Лапласа 

K(jω) = F[g(t)] – частотный коэффициент передачи 

g(t) = F-1[K(jω)] 

K(p) = L[g(t)] – частотный коэффициент передачи 

g(t) = L-1[K(p)] 
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Введение 

 

Учебные курсы «Радиоэлектроника», «Теория радиотехнических сиг-

налов», «Теория электрических цепей», «Радиотехнические цепи и сигна-

лы» являются базовыми курсами радиотехнического цикла по специально-

стям «Радиофизика» и «Информационные системы». Курс имеет целью 

научить студентов методам представления сигналов, методам математиче-

ского описания радиотехнических цепей и основам теории преобразования 

сигналов в радиотехнических устройствах. Как следствие - подготовить 

студентов к практическому применению полученных знаний при исследо-

вании радиотехнических устройств и измерительных систем, а также при 

использовании радиотехнических методов исследований в эксперимен-

тальной радиофизике и в информационных системах. Изучение курса 

включает освоение следующих основных направлений [1-6]: 

 основные положения методов представления сигналов и математи-

ческого описания линейных цепей с постоянными и переменными пара-

метрами, а также нелинейных цепей; 

 вопросы преобразования сигналов линейными, параметрическими 

и нелинейными цепями (фильтрация, усиление, детектирование, преобра-

зование частоты, модуляция, генерация); 

 принципы действия типовых радиотехнических каскадов (усили-

тель, детектор, преобразователь частоты, генератор, модулятор). 

Курс опирается на материалы курсов общей физики (электричество, 

колебания и волны, атомная физика), математики (ряды, дифференцирова-

ние, интегрирование, функции комплексного переменного, векторный ана-

лиз, дифференциальные уравнения). 

В процессе изучения курса студенты должны освоить: 

 временное и спектральное представление сигналов; 

 математическое описание линейных, параметрических и нелиней-

ных цепей; 

 процессы преобразования сигналов в радиотехнических цепях; 

 применение изученных методов и устройств при дальнейшем обу-

чении. 

В целом такая подготовка по физическим основам радиотехники 

необходима, т.к. в настоящее время радиоэлектроника во многом определя-

ет технический прогресс в большинстве областей науки и техники. Так, 

знания радиоэлектроники необходимы для исследования сигналов и систем 

передачи информации. Например, для изучения радиотехнического канала 

передачи информации на расстоянии, а также оптического и акустического 

каналов. 
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1. Спектр периодического сигнала 
 

Пусть 𝑉(𝑡) – периодическая последовательность, то есть 

 
𝑉(𝑡) = ∑ 𝑉0(𝑡 ± 𝑛𝑇)

∞

−∞

,  

где 𝑛 = 0,1,2, …, 𝑇 – период,  𝜔1 =
2𝜋

𝑇
 – основная частота (частота первой 

гармоники), 𝑉0(𝑡) – форма одного из импульсов последовательности. 

 

 

1.1. Тригонометрический ряд Фурье 

 

Периодический сигнал может быть представлен рядом Фурье [7] 

 
𝑉(𝑡) =

𝑎0

2
+ ∑(𝑎𝑛 ∙ cos(𝑛𝜔1𝑡) + 𝑏𝑛 ∙ sin(𝑛𝜔1𝑡)),

∞

𝑛=1

 (1.1) 

где 𝑛𝜔1 – частота n-ой гармоники, 

 

𝑎0 =
2

𝑇
∙ ∫ 𝑉0(𝑡)𝑑𝑡

𝑡+𝑇

𝑡

,  

 

𝑎𝑛 =
2

𝑇
∙ ∫ 𝑉0(𝑡) ∙ cos(𝑛𝜔1𝑡)𝑑𝑡,

𝑡+𝑇

𝑡

  

 

𝑏𝑛 =
2

𝑇
∙ ∫ 𝑉0(𝑡) ∙ sin(𝑛𝜔1𝑡)𝑑𝑡,

𝑡+𝑇

𝑡

  

где 𝑡 – произвольный момент времени. 

С использованием тригонометрических тождеств соотношению (1.1) 

можно придать следующий вид: 

 
𝑉(𝑡) =

𝑎0

2
+ ∑ 𝐴𝑛 ∙ cos(𝑛𝜔1𝑡 − 𝜑𝑛),

∞

𝑛=1

 (1.2) 

где 𝐴𝑛 = √𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2, 𝜑𝑛 = arctg
𝑏𝑛

𝑎𝑛
, множество {𝐴𝑛} – амплитудный спектр, 

множество {𝜑𝑛} – фазовый спектр. 
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Задача 1.1 

 

Задана периодическая последовательность прямоугольных импульсов 

(рис. 1.1). Требуется представить эту последовательность в виде ряда 

Фурье. 

 
Рис. 1.1. Периодическая последовательность импульсов 

𝑇 – период последовательности, 

𝜏 – длительность одного импульса, 

𝐴 – пиковое значение (амплитуда) 
 

Решение: 

С целью упрощения промежуточных вычислений выбираем симмет-

ричные пределы интегрирования (рис. 1.2). 

 
Рис. 1.2. Пределы интегрирования 



8 

Вычисляем коэффициенты разложения: 

 

𝑎0 =
2

𝑇
∙ ∫ 𝑉0(𝑡)𝑑𝑡

𝑇
2

− 
𝑇
2

=  
2𝐴

𝑇
∙ ∫ 𝑑𝑡

𝜏
2

− 
𝜏
2

=  2𝐴
𝜏

𝑇
=

2𝐴

𝑞
,  

где 𝑞 =
𝑇

𝜏
 – параметр, называемый скважностью. 

 

𝑎𝑛 =  
2𝐴

𝑇
∙ ∫ cos(𝑛𝜔1𝑡) 𝑑𝑡.

𝜏
2

−  
𝜏
2

  

Произведем замену переменных: 

𝑛𝜔1𝑡 = 𝑥,     𝑑𝑡 =  
1

𝑛𝜔1

𝑑𝑥, 

𝑡 = −
𝜏

2
, 𝑥 = −

𝑛𝜔1𝜏

2
, 

𝑡 =
𝜏

2
,       𝑥 =

𝑛𝜔1𝜏

2
. 

В результате, 

 

𝑎𝑛 =  
2𝐴

𝑛𝜔1𝑇
∙ ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥

𝑛𝜔1𝜏
2

−  
𝑛𝜔1𝜏

2

.  

Учитывая табличный интеграл ∫ cos 𝑥𝑑𝑥 = sin 𝑥, получаем 

 
𝑎𝑛 =

2𝐴

𝑛𝜔1𝑇
∙ 2 sin (

𝑛𝜔1𝜏

2
) .  

Поскольку 𝜔1𝑇 = 2𝜋, последнее соотношение принимает вид 

 
𝑎𝑛 =

2𝐴

𝑛𝜋
∙ sin (

𝑛𝜔1𝜏

2
) .  

Преобразуем: 

 

𝑎𝑛 =  
2𝐴

𝑛𝜋
∙

𝑞

𝑞
∙ sin (

𝑛𝜔1𝜏

2
∙

𝑇

𝑇
) =  

2𝐴

𝑞
∙

sin (
𝑛𝜋
𝑞

)

𝑛𝜋
𝑞

.  

Вводя стандартную функцию 
sin 𝑥

𝑥
= sinc 𝑥, получаем 

 
𝑎𝑛 =

2𝐴

𝑞
∙ sinc (

𝑛𝜋

𝑞
) .  
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Далее, 

 

𝑏𝑛 =  
2𝐴

𝑇
∫ sin(𝑛𝜔1𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

𝜏
2

−  
𝜏
2

  

поскольку sin 𝑥 – нечетная функция. 

Так как  𝐴𝑛 = √𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2, следовательно 

𝐴𝑛 = 𝑎𝑛 =
2𝐴

𝑞
∙ sinc (

𝑛𝜋

𝑞
) . 

Результат: 

𝑉(𝑡) =
𝐴

𝑞
+ ∑

2𝐴

𝑞
∙ sinc (

𝑛𝜋

𝑞
) ∙ cos(𝑛𝜔1𝑡 − 𝜑𝑛)

∞

𝑛=1

=

=
𝐴

𝑞
[1 + 2 ∑ sinc (

𝑛𝜋

𝑞
) ∙ cos(𝑛𝜔1𝑡)

∞

𝑛=1

], 

где 𝜑𝑛 = arctg
𝑏𝑛

𝑎𝑛
= arctg 0 = 𝜋𝑛. 

 

Анализ результата: 

Важно отметить, что близкими к нулю являются спектральные состав-

ляющие, номер которых приближенно находится из условия 

 
sinc (

𝑛𝜋

𝑞
) ≈ 0,  

то есть 
𝑛𝜋

𝑞
≈ 𝑘𝜋, 𝑘 = 1,2,3, … или  𝑛 ≈ 𝑘𝑞 = 𝑞, 2𝑞, 3𝑞, …  . 

На рис. 1.4а и рис. 1.4б показаны импульсные последовательности 

различной скважности и соответствующие им амплитудные спектры. 
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Рис. 1.3. Амплитудный и фазовый спектры периодической последовательности 

прямоугольных импульсов 

 

 

 
Рис. 1.4а. Импульсная последовательность со скважностью q=3 
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Рис. 1.4б. Импульсная последовательность со скважностью q=10 

 

 

1.2. Комплексный ряд Фурье 

 

Периодический сигнал 𝑉(𝑡) допускает представление в виде ком-

плексного ряда Фурье 

 
𝑉(𝑡) = ∑ 𝐶̇𝑛𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 ,

∞

−∞

  

где 𝐶̇𝑛 =
1

𝑇
∫ 𝑉0(𝑡)𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

𝑡+𝑇

𝑡
 – комплексные коэффициенты,  

𝜔1 =
2𝜋

𝑇
 – основная частота (частота первой гармоники), 

T – период сигнала, 

𝐶𝑛̇ = |𝐶𝑛|𝑒𝑗𝜑𝑛, 

|𝐶𝑛| = √𝐶𝑛 ∙ 𝐶𝑛
∗,       𝜑𝑛 = arctg

Im𝐶𝑛

Re𝐶𝑛

, 

{|𝐶𝑛|} – амплитудный спектр, 
{𝜑𝑛} – фазовый спектр. 

Коэффициенты комплексного ряда могут быть выражены через коэф-

фициенты действительного ряда: 

 

|𝐶𝑛| = |𝐶−𝑛| = √𝑎𝑛
2 + 𝑏𝑛

2,     

  𝜑𝑛 = −𝜑−𝑛 = arctg
𝑏𝑛

𝑎𝑛

. 
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Задача 1.2 

Представить в виде ряда Фурье сигнал типа «меандр» (рис. 1.5). 

 
Рис. 1.5. Сигнал типа «меандр» 

Решение: 

Расставляем пределы интегрирования [− 
𝑇

2
, 0] ; [0,

𝑇

2
].  

Вычисляем коэффициенты: 

 

𝐶𝑛̇ =
1

𝑇
∫(−1) ∙ е−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

0

−  
𝑇
2

+
1

𝑇
∫ 1 ∙ е−𝑗𝑛𝜔1𝑡𝑑𝑡

𝑇
2

0

= 

=
−1

−𝑗𝑛𝜔1𝑇
𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡 |

0
1

− 
𝑇

2

 + 
1

−𝑗𝑛𝜔1𝑇
𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡|

𝑇

2
1
0

= 

=
1

𝑗𝑛𝜔1𝑇
(1 − 𝑒𝑗𝑛𝜔1

𝑇
2 − 𝑒−𝑗𝑛𝜔1

𝑇
2 + 1). 

 

Учитывая 𝜔1𝑇 = 2𝜋, получаем 

 
𝐶𝑛̇ =

1

𝑗𝑛2𝜋
[2 − (е𝑗𝑛𝜋 + 𝑒−𝑗𝑛𝜋)]. 

 

C учетом формулы Эйлера 𝑒𝑗𝑥 + 𝑒−𝑗𝑥 = 2 cos 𝑥, получаем 

 
𝐶̇𝑛 =

1

𝑗𝑛𝜋
[1 − cos 𝑛𝜋]. 

 

А с учетом тождества 1 − cos 𝑥 = 2sin2 (
𝑥

2
), имеем 

 
𝐶̇𝑛 =

2

𝑗𝑛𝜋
sin2 (

𝑛𝜋

2
) = −𝑗

2

𝑛𝜋
sin2 (

𝑛𝜋

2
), 

 

то есть коэффициенты – чисто мнимые. 

Далее находим 
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|𝐶𝑛| =

2

𝑛𝜋
sin2 (

𝑛𝜋

2
). 

 

Следовательно, 

|𝐶𝑛| = 0, если 𝑛=0, 2, 4,… 

|𝐶𝑛| =
2

𝑛𝜋
, если 𝑛=1, 3, 5,… 

Чётные гармоники в спектре отсутствуют. 

𝜑𝑛 = arctg
Im𝐶𝑛

Re𝐶𝑛

= arctg(−∞) = −
𝜋

2
, 

(учли, что Re𝐶𝑛=0, Im𝐶𝑛<0). 

 
Рис. 1.6. Амплитудный и фазовый спектры меандра 

 

Далее находим выражение для ряда Фурье 

 
𝑉(𝑡) = ∑ 𝐶𝑛̇𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡

∞

−∞

. 
 

Эта сумма состоит из отдельных слагаемых, соответствующих 𝑛>0 и 

𝑛<0 при заданном значении |𝑛|: 

 
𝑉(𝑡) = 𝐶0 + ∑(𝐶𝑛̇𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 + 𝐶̇−𝑛𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡).

∞

𝑛=1
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С учётом соотношений 

𝐶̇0 = 0,   𝐶̇𝑛 =  
2

𝑗𝑛𝜋
, 𝑛 = 1, 3, 5 … 

𝐶̇−𝑛 = 𝐶̇𝑛
∗ =  −

2

𝑗𝑛𝜋
, 𝑛 = 1, 3, 5 … 

получаем: 

𝑉(𝑡) = ∑ [
2

𝑗𝑛𝜋
𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 −

2

𝑗𝑛𝜋
𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡]

𝑛=1,3,5…

=
4

𝜋
∑

1

2𝑗𝑛
𝑛=1,3,5…

[𝑒𝑗𝑛𝜔1𝑡 − 𝑒−𝑗𝑛𝜔1𝑡]. 

С учётом формулы Эйлера: 𝑒𝑗𝑥 − 𝑒−𝑗𝑥 = 2𝑗 ∙ sin 𝑥 , имеем 

𝑉(𝑡) =
4

𝜋
∑

1

𝑛
sin(𝑛𝜔1𝑡).

𝑛=1,3,5...

 

В результате, ряд Фурье для меандра в развёрнутом виде задается со-

отношением 

𝑉(𝑡) =
4

𝜋
(sin 𝜔1𝑡 +

1

3
sin 3𝜔1𝑡 + ⋯). 

Последнее соотношение иллюстрируется на рис. 1.7. 

 

 
Рис. 1.7. Меандр как сумма нечетных гармоник 
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2. Спектр непериодического видеосигнала 
 

Спектральная плотность   𝑆(𝜔) (спектр) детерминированного непери-

одического сигнала 𝑉(𝑡) вычисляется с помощью прямого преобразования 

Фурье: 

 

𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑉(𝑡)] = ∫ 𝑉(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡,

∞

−∞

 (2.1) 

где 𝐹 – оператор прямого преобразования Фурье. 

Интеграл Фурье сходится, если выполняется соотношение 

∫|𝑉(𝑡)|𝑑𝑡 < ∞.

∞

−∞

 

В общем случае, 𝑆(𝜔) – комплексная функция 

𝑆(𝜔) =  |𝑆(𝜔)|𝑒𝑗𝜑(𝜔), 

где |𝑆(𝜔)| – амплитудный спектр, 

𝜑(𝜔) = arctg
Im 𝑆(𝜔)

Re 𝑆(𝜔)
 – фазовый спектр. 

По известной спектральной плотности 𝑆(𝜔) сигнал  𝑉(𝑡)  может быть 

восстановлен с использованием обратного Фурье-преобразования: 

𝑉(𝑡) =  𝐹−1[𝑆(𝜔)] =
1

2𝜋
∫ 𝑆(𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔,

∞

−∞

 

где 𝐹−1 – оператор обратного преобразования Фурье. 

Некоторые свойства преобразования Фурье: 

1) 𝐹[𝑉1 + 𝑉2] =  𝐹[𝑉1] + 𝐹[𝑉2] – линейность. 

2) 𝐹[𝑉(𝑡 − 𝜏)] = 𝐹[𝑉]𝑒−𝑗𝜔𝜏 – теорема сдвига (запаздывания), 𝜏 – ве-

личина временного сдвига. 

3) 𝐹 [
𝑑

𝑑𝑡
𝑉(𝑡)] = 𝑗𝜔𝐹[𝑉(𝑡)] – спектр производной. Данное свойство 

следует использовать только для сигналов, постоянная составляющая кото-

рых равна нулю. 

4) 𝐹 [∫ 𝑉(𝑡)
𝑡

−∞
𝑑𝑡] =

1

𝑗𝜔
𝐹[𝑉(𝑡)] – спектр интеграла. 

5) 𝐹[𝑠1 ∙ 𝑠2] =  
1

2𝜋
∫ 𝐹1[𝑥] ∙ 𝐹2[𝜔 − 𝑥]𝑑𝑥

∞

−∞
 – спектр произведения. 
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Задача 2.1 

 

Вычислить спектральную плотность прямоугольного импульса 

(рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1. Импульс прямоугольной формы 

 

Решение: 

𝑆(𝜔) = ∫ 𝐴𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

𝜏
2

− 
𝜏
2

= −
𝐴

𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝑡

||

𝜏

2
1

− 
𝜏

2

= −
𝐴

𝑗𝜔
(𝑒−𝑗𝜔

𝜏
2 − 𝑒𝑗𝜔

𝜏
2) =

=  
𝐴

𝜔

𝑒𝑗𝜔
𝜏
2 − 𝑒−𝑗𝜔

𝜏
2

𝑗
 

Учитывая формулу Эйлера 
𝑒𝑗𝑥−𝑒−𝑗𝑥

2𝑗
=  sin 𝑥, получаем 

  𝑆(𝜔) =  
2𝐴

𝜔
sin (

𝜔𝜏

2
). 

Вводя функцию sinc(𝑥) =  
sin 𝑥

𝑥
, окончательно получаем 

𝑆(𝜔) =  𝐴𝜏 ∙ sinc (
𝜔𝜏

2
). 

Корректность результата легко проверить в характерной точке 𝜔 = 0. 

Действительно, 

𝑆(𝜔 = 0) = ∫ 𝑉(𝑡)𝑒−𝑗0𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑉(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑆0.

∞

−∞

∞

−∞

 

Последний интеграл соответствует алгебраической (с учетом знака) 

площади 𝑆0, ограниченной функцией 𝑉(𝑡). 

В данном случае с учётом тождества sinc(0) = 1, площадь 𝑆0 = 𝐴𝜏, 

что соответствует площади импульса прямоугольной формы. 
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Ширина спектра ∆𝜔, определяемая по критерию первого обращения в 

нуль амплитудного спектра (рис. 2.2), равна ∆𝜔 =
2𝜋

𝜏
 или ∆𝑓 =

1

𝜏
[Гц], где 

𝑓 =
𝜔

2𝜋
 – циклическая частота. 

 

Анализ результата: 

На рис. 2.2 показан характер изменения спектра импульса при измене-

нии его длительности – чем короче импульс, тем шире спектр. 

 
Рис. 2.2. Трансформация спектра при изменении его длительности 

 

 

Задача 2.2 

 

Получить выражение для спектральной плотности экспоненциального 

импульса (рис. 2.3). 

 

𝑉(𝑡) = 𝑒− 
𝑡

𝜏, 𝑡 ≥ 0. 

Здесь τ – условная длитель-

ность импульса на уровне 

𝑒−1 ≈ 0,3. 

 

 

 

 

 

 

Решение: 

𝑆(𝜔) = ∫ 𝑒− 
𝑡
𝜏 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

0

= −
1

1
𝜏

+ 𝑗𝜔
∙ exp [− (

1

𝜏
+ 𝑗𝜔)] 𝑡| 

∞
~
0

=
𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
 

 
Рис. 2.3. Экспоненциальный импульс 
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Для вычисления амплитудного и фазового спектров необходимо вы-

делить действительную и мнимую часть спектра: 

𝑆(𝜔) =
𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
∙

1 − 𝑗𝜔𝜏

1 − 𝑗𝜔𝜏
=

𝜏 − 𝑗𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
= Re 𝑆̇(𝜔) + Im𝑆̇(𝜔), 

где 

Re 𝑆̇(𝜔) =
𝜏

1 + (𝜔𝜏)2
,   Im 𝑆̇(𝜔) =

−𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
. 

Амплитудный спектр: 

|𝑆(𝜔)| = √Re 𝑆̇(𝜔)2 + Im𝑆̇(𝜔)2 = √(
𝜏

1 + (𝜔𝜏)2
)

2

+ (
𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
)

2

=

=
𝜏

1 + (𝜔𝜏)2
√1 + (𝜔𝜏)2 =

𝜏

√1 + (𝜔𝜏)2
. 

Фазовый спектр: 

𝜑(𝜔) = arctg
Im𝑆(𝜔)

Re𝑆(𝜔)
= arctg(−𝜔𝜏). 

 
Рис. 2.4. Амплитудный и фазовый спектры экспоненциального импульса 

 

Анализ результата:  

Ширина спектра ∆𝜔, определяемая условием 𝜔𝜏 = 1  

(или |𝑆(𝜔 = ∆𝜔)| =
𝜏

√2
≈ 0,7𝜏), равна ∆𝜔 =

1

𝜏
. На достаточно больших ча-

стотах (𝜔𝜏 ≫ 1), приближенно |𝑆(𝜔)| ≈
1

𝜔
. 

Такой закон убывания амплитудного спектра с частотой характерен 

для сигналов, имеющих резкий перепад уровней (при 𝑡 = 0 в случае экспо-

ненциального импульса). 
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Задача 2.3 

 

Вычислить спектральную плотность сигнала, изображенного на 

рис. 2.5. 

 

 

 

𝑉(𝑡) =  {
𝑒− 

𝑡
𝜏, 𝑡 ≥ 0,

𝑒
𝑡
𝜏, 𝑡 ≤ 0

 

Рис. 2.5. Двойной экспоненциальный импульс 

 
Решение: 

Выражение для спектра можно представить по свойству линейности 

преобразования Фурье в виде суммы двух интегралов: 

 𝑆(𝜔) = 𝐼1 + 𝐼2,  

 

 𝐼1 = ∫ 𝑒
𝑡
𝜏 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

0

−∞

=
𝜏

1 − 𝑗𝜔𝜏
,  (2.2) 

 

𝐼2 = ∫ 𝑒−
𝑡
𝜏 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =

𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
 .

∞

0

 (2.3) 

В результате получаем: 

   𝑆(𝜔) =
2𝜏

1 + (𝜔𝜏)2
. 

 
Рис.2.6. Спектр двойного экспоненциального импульса. 
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Анализ результата: 

На достаточно высоких частотах 𝜔𝜏 ≫ 1 спектр 𝑆(𝜔) ≈
2

𝜏𝜔2 ~
1

𝜔2 . 

Спектр более компактен по сравнению со спектром одиночного импульса, 

что является следствием отсутствия резких перепадов в форме исходного 

сигнала. 

 

 

Задача 2.4 

 

Вычислить спектральную плотность сигнала, изображенного на 

рис. 2.7. 

 
Рис. 2.7. Двуполярный экспоненциальный импульс 

 

Решение: 

Аналогично решению задачи 2.3, представим: 

𝑆(𝜔) = −𝐼1 + 𝐼2, 

где 𝐼1 = ∫ 𝑒
𝑡

𝜏⁄ · 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =  
𝜏

1−𝑗𝜔𝜏

0

−∞
, и 𝐼2 = ∫ 𝑒

−𝑡
𝜏⁄ · 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =  

𝜏

1+𝑗𝜔𝜏

∞

0
. 

 

 В результате получаем: 

𝑆(𝜔) = −
𝜏

1 − 𝑗𝜔𝜏
+

𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
= −𝑗

2𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
, 

|𝑆(𝜔)| =
2𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
. 
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Рис. 2.8. Амплитудный спектр двуполярного экспоненциального импульса 

 
𝑆(𝜔 = 0) = 0, поскольку площадь сигнала 𝑆 = 0 с учетом разнопо-

лярности двух половин исходного сигнала. 

 

 

Задача 2.5 

 

Найти спектр двух разнесенных во времени экспоненциальных им-

пульсов (рис. 2.9). 

 
Рис. 2.9. Два экспоненциальных импульса 

 

Решение: 

𝑉(𝑡) = 𝑉0(𝑡) + 𝑉0(𝑡 − ∆𝑡), 

где 𝑉0(𝑡) = 𝑒−
𝑡

𝜏. 

Выполняя преобразование Фурье обеих частей последнего равенства и 

учитывая теорему запаздывания, получаем: 

𝑆(𝜔) = 𝑆0(𝜔) + 𝑆0(𝜔)𝑒−𝑗𝜔∆𝑡 , 

𝑆(𝜔) = 𝑆0(𝜔)(1 + 𝑒−𝑗𝜔∆𝑡). 

Амплитудный спектр равен: 

|𝑆(𝜔)| = √𝑆(𝜔)𝑆∗(𝜔) = |𝑆0(𝜔)| ∙ √(1 + 𝑒−𝑗𝜔∆𝑡)(1 − 𝑒𝑗𝜔∆𝑡). 

Используя преобразование 

(1 + 𝑒−𝑗𝑥)(1 − 𝑒𝑗𝑥) = 1 + 𝑒−𝑗𝑥 + 𝑒𝑗𝑥 + 1 = 2 + 2 cos 𝑥 = 4 [cos (
𝑥

2
)]

2

, 

получаем 
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|𝑆(𝜔)| = 2|𝑆0(𝜔)| ∙ |cos
𝜔∆𝑡

2
|. 

𝑆0(𝜔) определено в задаче 2.2 следующим образом: 

𝑆0(𝜔) =  
𝜏 − 𝑗𝜔𝜏2

1 + (𝜔𝜏)2
=  |𝑆0(𝜔)| ∙ 𝑒−𝑗 arctg 𝜔𝜏, 

|𝑆0(𝜔)| =  
𝜏

√1 + (𝜔𝜏)2
. 

 
Рис. 2.10. Амплитудный спектр двух экспоненциальных импульсов 
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3. Использование обобщенных функций в спектральном 

анализе 
 

Обобщенные функции – функции, определяемые набором присущих 

им свойств. В теории сигналов используются две обобщенные функции:  

δ-функция Дирака и функция включения (единичная функция) 1(𝑡). 

𝛿-функция времени определяется следующим образом: 

𝛿(𝑡) ≜ {
0, 𝑡 < 0
∞, 𝑡 = 0
0, 𝑡 > 0

 

𝛿(𝑡) ≜ 𝛿(−𝑡), 

∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡 ≜ 1,

∞

−∞

 

где символ ≜ означает «равно по определению». 

Важнейшая характеристика δ-функции – ее фильтрующее свойство: 

∫ 𝑓(𝑡) ∙ 𝛿(𝑡 − 𝑡0)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡0) ∙ ∫ 𝛿(𝑡 − 𝑡0)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡0).

∞

−∞

∞

−∞

 

На основании фильтрующего свойства спектр δ-функции равен 

𝐹[𝛿(𝑡)] = ∫ 𝛿(𝑡) ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑗𝜔0 = 1.

∞

−∞

 

Обратное преобразование Фурье для δ-функции выражается соотно-

шением 

δ(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝐹[𝛿(𝑡)]𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔 =

∞

−∞

1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔.

∞

−∞

 

В силу чётности δ-функции из последнего соотношения получаем: 

𝛿(𝑡) = 𝛿(−𝑡) =
1

2π
∫ 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔.

∞

−∞

 

Следовательно, 

 

𝛿(𝑡) =
1

2π
∫ 𝑒±𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔.

∞

−∞

 (3.1) 

Последнее соотношение известно как интегральное представление  

δ-функции. 

Используя симметрию переменных 𝑡 и 𝜔 в (3.1), можно получить со-

отношение 
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𝛿(𝜔) =
1

2π
∫ 𝑒±𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡.

∞

−∞

 (3.2) 

Функция включения (единичный скачок) 1(𝑡) определяется следую-

щим образом: 

1(𝑡) ≜ {
0, 𝑡 < 0

0,5, 𝑡 = 0
1, 𝑡 > 0

 

(наряду с обозначением 1(𝑡) используется обозначения 𝐸(𝑡), 𝜎(𝑡)). 

Сопоставляя определения функций δ(𝑡) и 1(𝑡), можно получить соот-

ношение 

 
𝛿(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
1(𝑡),  

что вполне объяснимо, если учесть геометрический смысл производной. 

Спектр функции 1(𝑡) непосредственно не вычисляется, поскольку 

∫ 1(𝑡)𝑑𝑡 → ∞
∞

−∞
. Представим 1(𝑡) =

1

2
+

1

2
𝑠ign(𝑡), где 

sign(𝑡) ≜ {
−1, 𝑡 < 0
0, 𝑡 = 0
1, 𝑡 > 0

 

и сначала найдём спектральную плотность функции sign(𝑡), у которой нет 

постоянной составляющей, с помощью операции дифференцирования. От-

метим, что 

 𝑑

𝑑𝑡
sign(𝑡) = 2𝛿(𝑡), (3.3) 

Вычисляя преобразование Фурье обеих частей соотношения (3.3) и 

используя теорему о спектре производной, получаем 

𝑗𝜔 ∙ 𝐹[sign(𝑡)] = 2𝐹[𝛿(𝑡)], то есть 𝐹[sign(𝑡)] =
2

𝑗𝜔
 

(при этом учли, что 𝐹[𝛿(𝑡)] = 1). 

Спектральная плотность константы 1
2⁄  равна 𝜋𝛿(𝜔) (см. задачу 3.3). 

Тогда, пользуясь свойством линейности преобразования Фурье, заключаем, 

что 𝐹[1(𝑡)] = 𝜋𝛿(𝜔) +
1

𝑗𝜔
. 

 

 

Задача 3.1 

 

Вычислить спектральную плотность прямоугольного импульса ампли-

туды Am. 
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Рис. 3.1. Прямоугольный импульс как суперпозиция функций включения и выклю-

чения 

 

Решение: 

Излагаемый ниже способ удобен для нахождения спектральных плот-

ностей импульсных сигналов, представляемых отрезками прямых линий. 

Для таких сигналов легко определить производную на любом участке сиг-

нала. Тогда спектральную плотность для производной от сигнала 𝑆2(𝑡) 

можно определить через спектральную плотность исходного сигнала 𝑆1(𝑡) 

введением множителя 𝑗𝜔 на основании свойств преобразования Фурье: 

𝑆2(𝑗𝜔) = 𝑗𝜔𝑆1(𝑗𝜔). 

И наоборот, зная спектральную плотность 𝑆2(𝑗𝜔) для производной от 

некоторого сигнала, из приведенного соотношения можно определить 

спектральную плотность 𝑆1(𝑗𝜔) сигнала 𝑥1(𝑡). 

Представляем сигнал в виде разности двух единичных функций 

(рис. 3.1): 

𝑉(𝑡) =  𝐴𝑚[1(𝑡) −  1(𝑡 − 𝜏)]. 

После почленного дифференцирования последнего выражения полу-

чаем: 
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝐴𝑚[δ(𝑡) − δ(𝑡 − 𝜏)]. 

В связи с линейностью преобразования Фурье 

𝐹 (
𝑑𝑉

𝑑𝑡
) = 𝐴𝑚[𝐹(δ(𝑡)) − 𝐹(δ(𝑡 − 𝜏))], 

а после преобразования Фурье обеих частей последнего равенства с учетом 

теоремы о спектре производной и теоремы запаздывания 

𝐹 (
𝑑𝑉

𝑑𝑡
) = 𝑗𝜔𝐹(𝑉), 
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𝐹[𝛿(𝑡)] = 1, 

𝐹[𝛿(𝑡 − 𝜏)] = 𝑒−𝑗𝜔𝜏 , 

получаем 

𝑗𝜔 ∙ 𝐹[𝑉(𝑡)] = 𝐴𝑚 ∙ (1 − 𝑒−𝑗𝜔𝜏), 

откуда искомый спектр 

𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑉(𝑡)] = 𝐴𝑚

1

𝑗𝜔
(1 − 𝑒−𝑗𝜔𝜏). 

Вычисляя амплитудный спектр, получаем  

|𝑆(𝜔)| = √𝑆(𝜔)𝑆∗(𝜔) =
𝐴𝑚

|𝜔|
√(1 − 𝑒−𝑖𝜔𝜏)(1 − 𝑒𝑖𝜔𝜏) =

=
𝐴𝑚

|𝜔|
√1 − 𝑒−𝑖𝜔𝜏 − 𝑒𝑖𝜔𝜏 + 1 =

𝐴𝑚

|𝜔|
√2(1 − cos 𝜔𝜏) =

𝐴𝑚

|𝜔|
√4 sin2

𝜔𝜏

2
=

=
2𝐴𝑚

|𝜔|
|sin

𝜔𝜏

2
|  = 𝐴𝑚𝜏 ∙ |sinc

𝜔𝜏

2
|. 

 

 

Задача 3.2 

 

Найти спектральную плотность смещённой во времени 𝛿 – функции. 

 
Рис. 3.2. Смещённая во времени δ-функция 

 

𝑈(𝑡) = 𝛿(𝑡 − 𝑡0) = {
∞, 𝑡 = 𝑡0  
0, 𝑡 ≠ 𝑡0

 

 

Решение: 

𝑆(𝜔) = ∫ 𝛿(𝑡 − 𝑡0)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 ,

∞

−∞

 

𝑆(𝜔) = 1 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡0 . 
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Рис. 3.2.1. Модуль спектральной плотности δ-функции 

 

 

Задача 3.3 

 

Найти спектральную плотность постоянного во времени сигнала. 

 

Решение: 

𝑈(𝑡) = 𝐸 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

𝑆(𝜔) = ∫ 𝐸𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 2𝜋𝐸
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 2𝜋𝐸𝛿(𝜔)

∞

−∞

∞

−∞

 

 
Рис. 3.3. Постоянный сигнал и его спектр 

 

 

Задача 3.4 

 

Найти спектральную плотность сигнала 𝑉(𝑡) = 𝑎𝑡 ∙ 1(𝑡) (рис. 3.4), где  

𝑎 - размерная константа (скорость нарастания). 



28 

 
Рис. 3.4. Линейно нарастающий сигнал и его производная 

 

Решение: 

𝐹[𝑉(𝑡)] непосредственно не вычисляется, т.к. (∫ 𝑎𝑡 · 𝑑𝑡 → ∞
∞

0
). Более 

того, данный сигнал бесконечно нарастает, поэтому постоянная составля-

ющая в нём бесконечна. Однако на частотах, отличных от нулевой, мы мо-

жем рассчитать спектральную плотность, воспользовавшись свойством 

преобразования Фурье о спектре производной. 

Продифференцируем сигнал дважды:  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑎 ∙ 1(𝑡). 

𝑑2𝑉

𝑑𝑡2
= 𝑎 ∙ 𝛿(𝑡). 

Возьмем Фурье-преобразование от обеих частей этого уравнения 

𝐹 [
𝑑2𝑉(𝑡)

𝑑𝑡2 ] = 𝑎, 

и, воспользовавшись свойством (3) преобразования Фурье, получаем 

(𝑗𝜔) ∙ (𝑗𝜔) ∙ 𝐹[𝑉(𝑡)] = 𝑎 

отсюда: 

𝑆(𝜔) =
𝑎

𝑗𝜔 ∙ 𝑗𝜔
 

Следовательно,  

𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑉(𝑡)] =  −
𝑎

𝜔2
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Рис. 3.4.1. Модуль спектральной плотности линейно нарастающего сигнала 

Задача 3.5 

 

Рассчитать спектр импульса треугольной формы (рис. 3.5).  

 
Рис. 3.5. Треугольный импульс (а) и его производная (б) 

 

Решение: 

В результате дифференцирования треугольного импульса получаем: 
𝑑𝑉(𝑡)

𝑑𝑡
=  

1

𝜏
[1(𝑡 + 𝜏) −  1(𝑡)] +

1

𝜏
[− 1(𝑡) − (−1(𝑡 − 𝜏))] =

=
1

𝜏
[1(𝑡 + 𝜏) −  2 ∙ 1(𝑡) + 1(𝑡 − 𝜏)], 

𝑑2𝑉

𝑑𝑡2
=  

1

𝜏
[𝛿(𝑡 + 𝜏) −  2 ∙ 𝛿(𝑡)  +  𝛿(𝑡 − 𝜏)]. 

После Фурье-преобразования обеих частей последнего выражения по-

лучаем: 

(𝑗𝜔) ∙ (𝑗𝜔) ∙ 𝐹[𝑉] =  
1

𝜏
 (𝑒𝑗𝜔𝜏 −  2 +  𝑒−𝑗𝜔𝜏). 

Следовательно, 
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𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑉(𝑡)] =  
1

𝜔2𝜏
(−𝑒𝑗𝜔𝜏 +  2 − 𝑒−𝑗𝜔𝜏) =  

2

𝜔2𝜏
[1 − cos(𝜔𝜏)] =

=
4

𝜔2𝜏
∙ sin2 (

𝜔𝜏

2
) =  𝜏 ∙ sinc2  (

𝜔𝜏

2
). 

 

Задача 3.6 

 

Определить спектральную плотность импульса (рис. 3.6), пользуясь 

свойствами преобразования Фурье и теоремами о спектрах. 

 
Рис. 3.6. Форма импульса 

 

Решение: 

Исходный сигнал представляем в виде суммы функций включения: 

𝑥1(𝑡) = А ∙ [1(𝑡) − 2 ∙ 1(𝑡 − 𝑡1) + 1(𝑡 − 𝑡2)] 

Дифференцируя это соотношение с учётом 
𝑑1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛿(𝑡), получаем: 

𝑥1(𝑡)

𝑑𝑡
=  А ∙ [𝛿(𝑡) − 2 ∙ 𝛿(𝑡 − 𝑡1) + 𝛿(𝑡 − 𝑡2)]. 

Преобразуя по Фурье обе части полученного уравнения, и учитывая  

F[δ(t)] = 1;    F[s(t − τ)] = e−jωτF[s(t)];    F [
𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
⁄ ] = jωF[s(t)], 

получаем 

jωF[𝑥1(t)] = A(1 − 2e−jω𝑡1 + e−jω𝑡2) 

Следовательно, 

𝑆(ω) = F[𝑥1(t)] =
𝐴

jω
(1 − 2e−jω𝑡1 + e−jω𝑡2) 
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4. Спектры радиосигналов 
 

 

Задача 4.1 

 

Вычислить спектр комплексной экспоненты V(𝑡) =  𝑒𝑗𝜔0𝑡 . 
 

Решение: 

𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑒𝑗𝜔0𝑡] = ∫ 𝑒−𝑗(𝜔−𝜔0)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

=  2𝜋
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑗(𝜔−𝜔0)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

 

Используя интегральное представление 

𝑆(𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑒±𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 𝛿(𝜔), 

получаем 

𝑆(𝜔) = 𝐹[𝑒𝑗𝜔0𝑡] = 2𝜋 ∙ 𝛿(𝜔 − 𝜔0). 
Спектр несимметричен относительно 𝜔 = 0. 

 
Рис. 4.1. Спектральная плотность комплексной экспоненты 

 

 

Задача 4.2 

 

Вычислить спектр гармонического сигнала 𝑉(𝑡) = cos𝜔0𝑡. 

 

Решение: 

Спектральную плотность гармонического сигнала  

𝑉(𝑡) = cos𝜔0𝑡 =
1

2
(𝑒𝑗𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑡) определим, воспользовавшись линейно-

стью преобразований Фурье и спектральной плотностью комплексной экс-

поненты. 
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𝑆(𝜔) = ∫ cos 𝜔0𝑡 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

=
1

2
∫(𝑒𝑗𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑡) ∙

∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 =

=
1

2

𝜋

𝜋
∫ 𝑒−𝑗(𝜔−𝜔0)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

+
1

2

𝜋

𝜋
∫ 𝑒−𝑗(𝜔+𝜔0)𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 𝜋[𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)] 

 

Здесь использовано, что 𝛿(𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑒±𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞
. 

 

Спектр симметричен относительно 𝜔 = 0. 
 

 
Рис. 4.2. Гармонический сигнал и его спектр 

 

 

Задача 4.3 

 

Найти спектр радиосигнала 𝑉(𝑡) =  𝑥(𝑡) · cos 𝜔0𝑡, где 𝑥(𝑡) – информа-

ционное сообщение, cos 𝜔0𝑡 – несущее радиоколебание. 

 

Решение: 

𝑆(𝜔) =  𝐹[𝑥(𝑡) cos 𝜔0𝑡]. 
Учитывая свойство произведения преобразования Фурье, получаем: 

𝐹[𝑥(𝑡) cos 𝜔0𝑡] =
1

2𝜋
𝐹[𝑥(𝑡)] ∗ 𝐹[cos 𝜔0𝑡], 

где ∗ – оператор свертки. 

Обозначая 𝑋(𝜔) = 𝐹[𝑥(𝑡)] – спектр сообщения, и учитывая формулу 

Эйлера  cos 𝑥 =
1

2
(𝑒𝑗𝑥 + 𝑒−𝑗𝑥), имеем: 

𝑆(𝜔) =
1

2𝜋
𝑋(𝜔) ∗

1

2
𝐹[𝑒𝑗𝜔0𝑡 + 𝑒−𝑗𝜔0𝑡].                      (4.1) 

Учтем интегральное представление  - функции: 
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𝛿(𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑒±𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

. 

Тогда, учитывая четность функции 𝛿(𝜔), 

𝐹[𝑒𝑗𝜔0𝑡] = ∫ 𝑒𝑗𝜔0𝑡 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 = ∫ 𝑒𝑗(𝜔0−𝜔)𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 = 2𝜋 ∙ 𝛿(𝜔0 − 𝜔) =

= 2𝜋 ∙ 𝛿(𝜔 − 𝜔0). 
Аналогично 

𝐹[𝑒−𝑗𝜔0𝑡] = ∫ 𝑒−𝑗𝜔0𝑡 ∙ 𝑒−𝑗𝜔𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑗(𝜔0+𝜔)𝑡

∞

−∞

𝑑𝑡 = 2𝜋 ∙ 𝛿(𝜔 + 𝜔0). 

В результате, соотношение (4.1) принимает вид 

𝑆(𝜔) =
1

2
𝑋(𝜔) ∗ (𝛿(𝜔 − 𝜔0) + 𝛿(𝜔 + 𝜔0)) =

=
1

2
∫ 𝑋(𝛼) ∙ 𝛿((𝜔 − 𝜔0) − 𝛼)𝑑𝛼

∞

−∞

+
1

2
∫ 𝑋(𝛼) ∙ 𝛿((𝜔 + 𝜔0) − 𝛼)𝑑𝛼

∞

−∞

, 

где 𝛼 - новая переменная интегрирования. 

Используя фильтрующее свойство -функции, получаем: 

𝑆(𝜔) =  
1

2
𝑋(𝜔 − 𝜔0) + 

1

2
𝑋(𝜔 + 𝜔0). 

 

Рис. 4.3. Трансформация спектра информационного сообщения в результате ампли-

тудной модуляции 
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Вывод: спектр амплитудно-модулированного сигнала равен спектру 

сообщения, смещенному на несущую частоту (0 → 𝜔0, 𝑋(𝜔) → 𝑋(𝜔 − 𝜔0)). 

 

 

Задача 4.4 

 

Найти амплитудный спектр радиоимпульса 𝑉(𝑡) = 𝑥(𝑡) cos 𝜔0𝑡, где 

𝑥(𝑡) =  1(𝑡) −  1(𝑡 − 𝜏). 

 

Решение: 

𝑉(𝑡) – произведение двух функций, спектры которых известны. Ам-

плитудный спектр прямоугольной огибающей 𝑥(𝑡) равен 

|𝑆𝑥(𝜔)| =  𝜏 ∙ |sinc (
𝜔𝜏

2
)|. 

Учитывая, что спектру функции cos 𝜔0𝑡 соответствуют две 

δ-функции, в результате найдем свертку спектров функций 𝑥(𝑡) и cos 𝜔0𝑡. 

Следовательно, амплитудный спектр радиоимпульса равен 

|𝑆(𝜔)| =  
𝜏

2
|sinc [

(𝜔 − 𝜔0)𝜏

2
]| +

𝜏

2
|sinc [

(𝜔 + 𝜔0)𝜏

2
]|. 

 

 

Рис. 4.4. Радиоимпульс и его спектр (показан спектр на положительных частотах) 

 

 

Задача 4.5 

 

Вычислить спектр радиосигнала с гауссовой огибающей 

𝑉(𝑡) = 𝑥(𝑡) cos 𝜔0𝑡, где 𝑥(𝑡) = 𝑒−(
𝑡

𝜏
)

2

. 
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Рис. 4.5. Радиоимпульс с гауссовой огибающей и его спектр 

Решение: 

 

Находим спектр огибающей 

𝑆𝑥(𝜔) = 𝐹[𝑥(𝑡)] =  ∫ exp [− (
𝑡

𝜏
)

2

− 𝑗𝜔𝑡] 𝑑𝑡
∞

−∞

. 

Используем табличный интеграл 

∫ 𝑒−(𝑝𝑥2+𝑞𝑥)𝑑𝑥 = √
𝜋

𝑝

∞

−∞

∙ 𝑒
𝑞2

4𝑝, 

полагая 𝑝 =
1

𝜏2, 𝑞 = 𝑗𝜔, получаем 

𝑆𝑥(𝜔) = √𝜋𝜏 · 𝑒−(
𝜔𝜏
2

)
2

 

(гауссовский сигнал имеет гауссовский спектр). Воспользовавшись теоре-

мой о спектре произведения функции и фильтрующим свойством  

δ-функции, получаем спектр радиоимпульса: 

𝑆(𝜔) = √𝜋
𝜏

2
· 𝑒

−(
(𝜔−𝜔0)𝜏

2
)

2

+ √𝜋
𝜏

2
· 𝑒

−(
(𝜔+𝜔0)𝜏

2
)

2

. 
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5. Частотные свойства линейных четырехполюсников 

 
По характеру частотной характеристики вводится следующая класси-

фикация: 

 ФНЧ (фильтр нижних частот) – выделяет частоты, расположен-

ные ниже частоты 𝜔 = 𝜔гр, в том числе и частоту 𝜔 = 0; 

 ФВЧ (фильтр верхних частот) – выделяет частоты 𝜔 > 𝜔гр, ча-

стота 𝜔 = 0 исключается; 

 ПФ (полосовой фильтр) – выделяет полосу частот вблизи опреде-

ленной частоты 𝜔 = 𝜔0; 

 РФ (режекторный фильтр) – подавляет частоты вблизи опреде-

ленной частоты 𝜔 = 𝜔0. 

Простейшие фильтры имеют Г-образную конфигурацию, составлен-

ную из двухполюсников с импедансами 𝑧1, 𝑧2 (рис. 5.1). В зависимости от 

характера частотных зависимостей импедансов 𝑧1(𝜔), 𝑧2(𝜔) можно полу-

чить любой из перечисленных выше типов фильтров. 

 
Рис. 5.1. Г-образное звено фильтра 

 

Конфигурация рис. 5.1 представляет собой делитель напряжения, ко-

эффициент передачи которого равен  

𝐾(𝑗𝜔) =  
𝑈вых

𝑈вх

, 

или 

𝐾(𝑗𝜔) =  
𝑧2

𝑧1 + 𝑧2

,                                            (5.1) 

|𝐾(𝑗𝜔)| – амплитудно-частотная характеристика (АЧХ), 𝜑(𝜔) =  arctg
Im𝐾

Re 𝐾
 

– фазо-частотная характеристика (ФЧХ). 
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Задача 5.1 

 

Найти частотные характеристики фильтров, изображенных на рис. 5.2. 

 
а)  

б) 

Рис. 5.2. ФНЧ 1-го порядка 

 

Решение: 

Для фильтра, изображенного на рис. 5.2а, имеем: 

𝐾(𝑗𝜔) =

1
𝑗𝜔𝐶

𝑅 +
1

𝑗𝜔𝐶

=
1

1 + 𝑗𝜔𝜏
, 

где 𝜏 = 𝑅𝐶. 

Соответственно для фильтра, изображенного на рис. 5.2б, получаем 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑅

𝑅 + 𝑗𝜔𝐿
=

1

1 + 𝑗𝜔𝜏
, 

где 𝜏 =
𝐿

𝑅
. 

Обе конфигурации, приведенные на рис. 5.2, имеют одинаковые ча-

стотные характеристики (рис. 5.3) при условии равенства соответствующих 

постоянных времени 𝜏. 

Представляя 𝐾(𝑗𝜔) в виде 

𝐾(𝑗𝜔) =
1 − 𝑗𝜔𝜏

1 + (𝜔𝜏)2
, 

находим АЧХ и ФЧХ фильтра 

|𝐾(𝑗𝜔)| =
1

√1 + (𝜔𝜏)2
, 

𝜑(𝜔) = arctg(−𝜔𝜏). 
Соответствующие характеристики представлены на рис. 5.3. 
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Рис. 5.3. АЧХ и ФЧХ ФНЧ 1-го порядка 

 

 

Задача 5.2 

 

Рассчитать АЧХ и ФЧХ фильтров, изображенных на рис. 5.4 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5.4. ФВЧ 1-го порядка 

 

Решение: 

Для фильтра, изображенного на рис. 5.4а, получаем: 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑅

1
𝑗𝜔𝐶

+ 𝑅
=

𝑗𝜔𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
, 

где 𝜏 = 𝑅𝐶. 

Для фильтра, изображенного на рис. 5.4б, соответственно 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑗𝜔𝐿

𝑅 + 𝑗𝜔𝐿
=

𝑗𝜔𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
, 

где 𝜏 =
𝐿

𝑅
. 

Из последних соотношений находим выражения для АЧХ и ФЧХ: 

|𝐾(𝑗𝜔)| =
𝜔𝜏

√1 + (𝜔𝜏)2
, 

𝜑(𝜔) = arctg (
1

𝜔𝜏
). 

На рис. 5.5 показаны соответствующие выражения, при этом  

𝜔1 =
1

𝜏
 – частота среза фильтра на уровне 0,7. 
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Рис. 5.5. АЧХ и ФЧХ фильтра верхних частот 1-го порядка 

 

 

Задача 5.3 

 

Получить выражение для АЧХ, ФЧХ фильтра, изображенного на 

рис. 5.6. 

 
Рис. 5.6. Полосовой фильтр 2-ого порядка 

 

Решение: 

В соответствии с канонической схемой (рис. 5.1) импеданс z2 находим 

из равенства  
1

𝑧2

=  
1

𝑗𝜔𝐿
+  𝑗𝜔𝐶, 

откуда 

𝑧2 =
1

1
𝑗𝜔𝐿

+  𝑗𝜔𝐶
=

𝑗𝜔𝐿

1 − 𝜔2𝐿𝐶
=  

𝑗𝜔𝐿

1 −
𝜔2

𝜔0
2

, 
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где 𝜔0 =  
1

√𝐿𝐶
 – резонансная частота параллельного LC-контура. 

Далее находим: 

𝐾(𝑗𝜔) =  
𝑧2

𝑧1 + 𝑧2

=
𝑗𝜔𝐿

1 −
𝜔2

𝜔0
2

∙
1

𝑅 +
𝑗𝜔𝐿

1 −
𝜔2

𝜔0
2

=
𝑗𝜔𝐿

𝐴
∙

1

𝑅 +
𝑗𝜔𝐿

𝐴

=
𝑗𝜔𝐿

𝑅𝐴 + 𝑗𝜔𝐿
=

=  
𝑗𝜔𝜏

𝐴 + 𝑗𝜔𝜏
∙

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏
=

𝐴𝑗𝜔𝜏 + (𝜔𝜏)2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
=

(𝜔𝜏)2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
+ 𝑗

𝐴𝜔𝜏

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

где 𝐴 = 1 −
𝜔2

𝜔0
2, 𝜏 =

𝐿

𝑅
. 

Следовательно,  

|𝐾(𝑗𝜔)| = √(𝑅𝑒𝐾(𝑗𝜔))2 + (𝐼𝑚𝐾(𝑗𝜔))2 = √
(𝜔𝜏)4 + (𝐴𝜔𝜏)2

(𝐴2 + (𝜔𝜏)2)2
=

=
𝜔𝜏 ∙ √𝐴2 + (𝜔𝜏)2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
=

𝜔𝜏

√𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

в частности |𝐾(𝜔 = 𝜔0)| = 1, 

𝜑(𝜔) = arctg
𝐼𝑚𝐾(𝑗𝜔)

𝑅𝑒𝐾(𝑗𝜔)
= arctg

𝐴𝜔𝜏
𝐴2 + (𝜔𝜏)2

(𝜔𝜏)2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2

=  arctg
𝐴

𝜔𝜏
, 

причем 𝜑 (𝜔 = 𝜔0) = 0. 
Соответствующие характеристики приведены на рис. 5.7. 

 
Рис. 5.7. АЧХ и ФЧХ полосового фильтра 2-ого порядка 
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Задача 5.4 

 

Вычислить АЧХ и ФЧХ цепи, изображенной на рис. 5.8. 

 
Рис. 5.8. Фильтр 2-ого порядка 

 

 

Решение: 

В соответствии с обозначениями рис. 5.1, имеем 𝑧1 = 𝑗𝜔𝐿 + 𝑅,  

𝑧2 =  
1

𝑗𝜔𝐶
, и согласно (5.1) после соответствующих преобразований находим  

𝐾(𝑗𝜔) =
1

𝑗𝜔𝐶
∙

1

𝑗𝜔𝐿 + 𝑅 +
1

𝑗𝜔𝐶

=
1

−𝜔2𝐿𝐶 + 𝑗𝜔𝑅𝐶 + 1
=

1

𝐴 + 𝑗𝜔𝜏
∙

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏
=

=  
𝐴 − 𝑗𝜔𝜏

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

где 𝐴 = 1 −
𝜔2

𝜔0
2 , 𝜔0 =  

1

√𝐿𝐶
, 𝜏 = 𝑅𝐶, 

причём 𝑅𝑒𝐾(𝑗𝜔) =
𝐴

1+(𝜔𝜏)2 ;  𝐼𝑚𝐾(𝑗𝜔) = −
𝜔𝜏

1+(𝜔𝜏)2. 

АЧХ и ФЧХ четырёхполюсника, изображенного на рис. 5.8, представ-

лены на рис. 5.9 и соответственно равны: 

|𝐾(𝑗𝜔)| = √
𝐴2 + (𝜔𝜏)2

(𝐴2 + (𝜔𝜏)2)2
=  

1

√𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

𝜑(𝜔) = arctg

−𝜔𝜏
𝐴2 +  (𝜔𝜏)2

𝐴
𝐴2 +  (𝜔𝜏)2

=  arctg (−
𝜔𝜏

А
). 
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Рис. 5.9. АЧХ четырёхполюсника 

Анализ результата: 

Если 𝜔 = 0, то A=1, |𝐾(0)| = 1 

Если 𝜔 → ∞, то |𝐾(𝑗𝜔)| → 0 

Если 𝜔 = 𝜔0, то A=0, |𝐾(𝑗𝜔0)| =  
1

𝜔0𝜏
=

√𝐿𝐶

𝑅𝐶
=  

1

𝑅
√

𝐿

𝐶
= 𝑄, где 𝑄 – без-

размерный параметр, называемый добротностью контура. 

Характерно, что коэффициент передачи 𝐾(𝜔 = 𝜔0) = 𝑄 > 1, то есть 

пассивная цепь усиливает по напряжению, однако активная составляющая 

мощности, выделяемой на конденсаторе, равна нулю. 𝑃 = Re(𝐼𝑉) = 0,

где 𝐼, 𝑉 – комплексные амплитуды тока и напряжения, и 𝑉 =
𝐼

𝑗𝜔𝐶
=  −𝑗

𝐼

𝜔𝐶
. 

Мощность выделяется в реактивной форме: половину периода конденсатор 

накапливает энергию, а вторую половину – отдает её. 

В зависимости от значения добротности 𝑄 АЧХ фильтра может быть 

различной. Если 𝑄>1 (𝜏 <
1

𝜔0
), то АЧХ имеет вид, показанный на рис. 5.9а, 

то есть четырехполюсник, изображенный на рис. 5.8, является фильтром 

типа ПФ. 

Если 𝑄<1 (𝜏 ≫
1

𝜔0
), то |𝐾(𝑗𝜔)| ≈  

1

√1+(𝜔𝜏)
, и АЧХ имеет вид, приведен-

ный на рис. 5.10, то есть фильтр является фильтром типа ФНЧ.  

 
Рис. 5.10. АЧХ фильтра нижних частот 2-ого порядка 
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Следовательно, в зависимости от параметров фильтр одной и той же 

конфигурации может выполнять функции как ПФ, так и ФНЧ. 

 

 

Задача 5.5 

 

Исследовать АЧХ, ФЧХ фильтра, изображенного на рис. 5.11. 

 
Рис. 5.11. Режекторный фильтр 2-го порядка 

 

Решение: 
1

𝑧1

= 𝑗𝜔𝐶 +
1

𝑗𝜔𝐿
 

Отсюда, 𝑧1 =
𝑗𝜔𝐿

1−𝜔2𝐿𝐶
. 

Коэффициент передачи равен 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑧2

𝑧1 + 𝑧2

=
𝑅

𝑅 +
𝑗𝜔𝐿

1 − 𝜔2𝐿𝐶

=
𝑅(1 − 𝜔2𝐿𝐶)

𝑅(1 − 𝜔2𝐿𝐶) + 𝑗𝜔𝐿
=

𝑅𝐴

𝑅𝐴 + 𝑗𝜔𝐿
=

=
𝐴

𝐴 + 𝑗𝜔𝜏
∙

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏

𝐴 − 𝑗𝜔𝜏
=

𝐴2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
− 𝑗

𝐴𝜔𝜏

𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

где 𝐴 = 1 −
𝜔2

𝜔0
2, 𝜔0 =

1

√𝐿𝐶
, 𝜏 =

𝐿

𝑅
. 

Следовательно, АЧХ и ФЧХ соответственно равны 

|𝐾(𝑗𝜔)| = √
𝐴4 + (𝐴𝜔𝜏)2

(𝐴2 + (𝜔𝜏)2)2
=

𝐴

√𝐴2 + (𝜔𝜏)2
, 

𝜑(𝜔) = arctg
−

𝐴𝜔𝜏
𝐴2 + (𝜔𝜏)2

𝐴2

𝐴2 + (𝜔𝜏)2

= arctg (−
𝜔𝜏

𝐴
). 

Соответствующие характеристики приведены на рис. 5.12. 
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Рис. 5.12. АЧХ и ФЧХ режекторного фильтра 2-го порядка 

 

Анализ результата: 

Теоретически рассчитанная ФЧХ испытывает разрыв при 𝜔 = 𝜔0, од-

нако это связано с тем, что не учтены потери в параллельном колебатель-

ном контуре, включенного в профильную ветвь фильтра. В реальном филь-

тре фазовый переход от 𝜑 = −
𝜋

2
 до 𝜑 =

𝜋

2
 происходит плавно (рис. 5.12в). 

 

 

 

 

Задача 5.6 

 

Качественно оценить АЧХ фильтра, изображенного на рис. 5.13. 

 
Рис. 5.13. Полосовой фильтр 2-го порядка 
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Решение: 

𝑧1 = 𝑗𝜔𝐿 +
1

𝑗𝜔𝐶
= 𝑗 (𝜔𝐿 −

1

𝜔𝐶
) 

|𝑧1| = 𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶
 

В частности, если 𝜔 = 0, то |𝑧1| → ∞, 

                       если 𝜔 → ∞, то |𝑧1| → ∞, 

                       если 𝜔𝐿 =
1

𝜔𝐶
, то |𝑧1| = 0. 

Следовательно, эквивалентные схемы фильтра на соответствующих 

частотах принимают вид, приведенный на рис. 5.14. 

 
𝜔 = 0 
К=0 

𝜔 = 𝜔0 
К=1 

𝜔 → ∞ 
К=0 

Рис. 5.14. Эквивалентные схемы фильтра, изображенного на рис. 5.13, на различных 

частотах 

 

Коэффициент передачи равен (промежуточные выкладки пропущены): 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑅

𝑗 (𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶
) + 𝑅

= 𝑗
1 − 𝐴

1 − 𝐴 − 𝐴𝜔𝜏
, 

где 𝐴 = 1 −
𝜔2

𝜔0
2, 𝜔0 =

1

√𝐿𝐶
, 𝜏 =

𝐿

𝑅
. 

Следовательно, АЧХ равна 

|𝐾(𝑗𝜔)| =
1 − 𝐴

1 − 𝐴 − 𝐴𝜔𝜏
. 

 

В результате, АЧХ принимает вид, характерный для полосового филь-

тра (рис. 5.15). Вид графика подтверждает вывод, полученный выше по-

средством качественных рассуждений. 

 
Рис. 5.15. Качественный вид АЧХ полосового фильтра 
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Задача 5.7 

 

Качественно оценить АЧХ фильтра, изображенного на рис. 5.16. 

 
Рис. 5.16. Режекторный фильтр 2-го порядка 

 

Решение: 

𝑧2 = 𝑗 (𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶
) 

|𝑧2| = 𝜔𝐿 −
1

𝜔𝐶
 

Поэтому, если 𝜔 = 0, то |𝑧2| → ∞,  

                 если 𝜔 → ∞, то |𝑧2| → ∞, 

                 если 𝜔 = 𝜔0 =
1

√𝐿𝐶
, то |𝑧2| = 0. 

Эквивалентные схемы фильтра, соответствующие различным часто-

там, приведены на рис. 5.17. 

 
𝜔 = 0 

К=1 

𝜔 = 𝜔0 

К=0 

𝜔 → ∞ 

К=1 
Рис. 5.17. Эквивалентные схемы фильтра, изображенного на рис. 5.16, на различных 

частотах 

Качественно полученный результат можно подтвердить детальным 

расчётом. Действительно, 

Z1=R,  𝑍2 = 𝑗𝜔𝐿 +
1

𝑗𝜔𝐶
=

1

𝑗𝜔𝐶
(−𝜔2𝐿𝐶 + 1) =

𝐴

𝑗𝜔𝐶
 

где 𝐴 = 1 −
𝜔2

𝜔0
2, 𝜔0 =

1

√𝐿𝐶
. 

𝑍1 + 𝑍2 = 𝑅 +
𝐴

𝑗𝜔𝐶
=

1

𝑗𝜔𝐶
(𝑗𝜔𝑅𝐶 + 𝐴) =

𝐴+𝑗𝜔𝜏

𝑗𝜔𝐶
, где τ=RC. 

 

Следовательно, 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑍2

𝑍1 + 𝑍2

=
𝐴

𝐴 + 𝑗𝜔𝜏
, 
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и АЧХ определяется выражением 

|𝐾(𝑗𝜔)| =
|𝐴|

√𝐴2 + (𝜔𝜏)2
. 

Если 𝜔 = 0, то A=1, |𝐾(0)| = 1 

Если 𝜔 → ∞ , (A >> 𝜔𝜏), то |𝐾(𝑗𝜔)| →
𝐴

𝐴
= 1 

Если 𝜔 = 𝜔0, то A=0, |𝐾(𝑗𝜔0)| =  0. 
 

Качественно АЧХ принимает вид характеристики режекторного филь-

тра (рис. 5.18). 

 

 
Рис. 5.18. Качественный вид АЧХ режекторного фильтра 
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6. Прохождение детерминированных сигналов через 

линейные цепи 
 

 

6.1. Методы решения задач 

 

Существуют различные методы расчёта отклика линейных систем на 

детерминированные воздействия. 

1. Метод дифференциальных уравнений, состоящий в составлении и 

решении неоднородного дифференциального уравнения с учётом началь-

ных условий. 

2. Метод интеграла Дюамеля (свёртки), основанный на использова-

нии импульсной g(t) или переходной h(t) характеристики системы. 

3. Спектральный метод, использующий понятие комплексного коэф-

фициента передачи K(jω) цепи. 

4. Операторный метод, являющийся формальным обобщением спек-

трального метода и использующий понятие операторного коэффициента 

передачи K(p). 

Эти методы взаимосвязаны, характер связей спектрального (оператор-

ного) метода с методом интеграла Дюамеля поясняется на рис. 6.1, рис. 6.2. 

 

U1(t)  g(t)  U2(t)= g(t)*U1(t) 

F↓↑F–1 
 

F↓↑F–1 
 

F↓↑F–1 

S1(ω)  K(jω)  S2(ω)=K(jω)·S1(ω) 

Рис. 6.1. Взаимосвязь спектрального метода и метода интеграла Дюамеля 

 U1(t) – заданное воздействие, 

 S1(ω) – Фурье-спектр входного воздействия, 

 U2(t) – искомый отклик, 

 S2(ω) – Фурье-спектр отклика, 

 * – оператор свёртки, 

 g(t) – импульсная характеристика, 

 K(jω) – комплексный коэффициент передачи, 

 F – оператор прямого преобразования Фурье, 

 F–1 – оператор обратного преобразования Фурье. 
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U1(t)  g(t)  U2(t)= g(t)*U1(t) 

L↓↑L–1 
 

L↓↑L–1 
 

L↓↑L–1 

U1(p)  K(p)  U2(p)=K(p)·U1(p) 

Рис. 6.2. Взаимосвязь операторного метода и метода интеграла Дюамеля 

 U1(t) – заданное воздействие, 

 U1(p) – изображение входного воздействия, 

 U2(t) – искомый отклик, 

 U2(p) – изображение отклика, 

 K(p) – операторный коэффициент передачи, 

 L – оператор прямого преобразования Лапласа, 

 L–1 – оператор обратного преобразования Лапласа. 

 

 

6.2. Сравнение различных методов решения задач 

 

Вне зависимости от метода решения задачи на прохождение сигнала 

через линейную цепь, после решения ответ будет один и тот же, так как 

цепь линейная. Для сравнения вычислительно сложности различных мето-

дов решим нижеприведённую задачу различными способами.  

 

Задача 6.1 

 

Найти отклик разделительной RC-цепи на воздействие линейно нарас-

тающего напряжения 𝑈1(𝑡) = 𝑎𝑡 ∙ 1(𝑡), 𝑡 ≥ 0 (рис. 6.3). 

Начальные условия – нулевые (напряжение на ёмкости в момент 𝑡 = 0 

равно нулю). 

~U1(t) U2(t)=?

C

Ri(t)

t
0

U1(t)

U1(t) = at ·1(t)

 
Рис. 6.3. Разделительная RC-цепь при линейно нарастающем воздействии. 
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6.2.1. Метод дифференциальных уравнений 

 

Так как контур один, то можно использовать только II закон Кирхго-

фа. 

На основании II закона Кирхгофа составляем интегральное уравнение: 

1

𝐶
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑖𝑅 = 𝑎𝑡,   𝑡 ≥ 0,

𝑡

0

 

или 

1

𝑅𝐶
∫ 𝑖(𝑡)𝑅𝑑𝑡 + 𝑖𝑅 = 𝑎𝑡.                                             (6.1)

𝑡

0

 

Обозначая постоянную времени 𝑅𝐶 = 𝜏 и учитывая очевидное соот-

ношение 𝑖2𝑅 = 𝑈2, получаем 

1

𝜏
∫ 𝑈2𝑑𝑡 + 𝑈2 = 𝑎𝑡.                                                      (6.2)

𝑡

0

 

Интегральное уравнение (6.2) можно превратить в дифференциальное 

путём почленного дифференцирования обеих частей соотношения (6.3): 
𝑈2

𝜏
+

𝑑𝑈2

𝑑𝑡
= 𝑎.                                                              (6.3) 

Полученное уравнение является неоднородным линейным дифферен-

циальным уравнением 1-го порядка. 

Сначала находим решение однородного уравнения (с нулевой правой 

частью): 
𝑑𝑈2

𝑑𝑡
= −

𝑈2

𝜏
, 

являющегося уравнением с разделяющимися переменными 
𝑑𝑈2

𝑈2

= −
1

𝜏
𝑑𝑡. 

Интегрируя, получаем 

ln|𝑈2| = −
𝑡

𝜏
+ ln 𝐵,   𝑡 ≥ 0,                                       (6.4) 

где 𝐵 – произвольная константа интегрирования (решение однородного д.у. 

определяется с точностью до произвольного множителя). 

Поскольку по условию задачи 𝑈1(𝑡) ≥ 0, то и 𝑈2(𝑡) ≥ 0, следователь-

но, |𝑈2| = 𝑈2 и из (6.4) получаем 

𝑈2 = 𝐵𝑒−
𝑡
𝜏.                                                            (6.5) 

Далее методом вариации постоянной находим константу 𝐵. С этой це-

лью уравнение (6.3) записываем в виде 
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𝑑𝑈2

𝑑𝑡
= 𝑎 −

𝑈2

𝜏
= 𝑎 −

𝐵

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏.                                     (6.6) 

Дифференцируя (6.5), получаем 
𝑑𝑈2

𝑑𝑡
=

𝑑𝐵

𝑑𝑡
𝑒−

𝑡
𝜏 −

𝐵

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏.                                     (6.7) 

Приравнивая (6.6) и (6.7), имеем 
𝑑𝐵

𝑑𝑡
𝑒−

𝑡
𝜏 = 𝑎, 

откуда находим 

𝐵 = 𝑎𝜏𝑒
𝑡
𝜏 + 𝐾,                                                      (6.8) 

где 𝐾 – новая константа интегрирования. 

Подставляя (6.8) в (6.5), получаем 

𝑈2 = (𝑎𝜏𝑒
𝑡
𝜏 + 𝐾) 𝑒−

𝑡
𝜏.                                                  (6.9) 

Учтём начальные условия: поскольку напряжение на ёмкости равно 

нулю при 𝑡 = 0, то 𝑈2(𝑡 = 0) = 0, следовательно, согласно (6.9),  

0 = 𝑎𝜏 + 𝐾, откуда 𝐾 = −𝑎𝜏. 

Окончательно из (6.9) находим 

𝑈2 = (𝑎𝜏𝑒
𝑡
𝜏 − 𝑎𝜏) 𝑒−

𝑡
𝜏 = 𝑎𝜏 (1 − 𝑒−

𝑡
𝜏).                      (6.10) 

Качественно вид решения (6.10) представлен на рис. 6.4а. В частности, 

при 𝑡 = 𝜏 выходное напряжение 𝑈2 ≈ 0,7𝑎𝜏, то есть постоянная времени 

𝜏 = 𝑅𝐶 определяет инерционность системы. При 𝑡 > 3𝜏 выходное напря-

жение 𝑈2 ≈ 𝑎𝜏, то есть разделительная цепь становится дифференцирую-

щей (𝑈2 ≈ 𝜏
𝑑

𝑑𝑡
𝑈1(𝑡)). 

 
Рис. 6.4a. Качественный вид решения при нулевом начальном напряжении на ёмко-

сти 

 

Примечание: 

Если напряжение на ёмкости при 𝑡 = 0 равно 𝑈0 и потенциал правой 

обкладки конденсатора положителен по отношению к потенциалу левой, то 

из (6.9) получаем 𝑈0 = 𝑎𝜏 + 𝐾, откуда 𝐾 = 𝑈0 − 𝑎𝜏 и решение имеет вид 

(рис. 6.4б): 
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𝑈2(𝑡) = 𝑎𝜏 + (𝑈0 − 𝑎𝜏)𝑒−
𝑡
𝜏.                                   (6.11) 

 
Рис. 6.4б. Качественный вид решения при ненулевом начальном напряжении на 

ёмкости 

 

 

6.2.2. Метод интеграла Дюамеля 

 

Принципиальной особенностью этого метода является необходимость 

вычисления импульсной 𝑔(𝑡) или переходной ℎ(𝑡) характеристик с учётом 

известного соотношения 

𝑔(𝑡) = ℎ(0) ∙ 𝛿(𝑡) +
𝑑

𝑑𝑡
ℎ(𝑡). 

Импульсная характеристика цепи, изображенной на рис. 6.3, равна 

𝑔(𝑡) = 𝛿(𝑡) −
1

𝜏
𝑒− 

𝑡
𝜏,                                               (6.12) 

соответственно интеграл Дюамеля имеет вид 

𝑈2(𝑡) = ∫ 𝑎𝑥 [𝛿(𝑡 − 𝑥) −
1

𝜏
𝑒− 

𝑡−𝑥
𝜏 ] 𝑑𝑥 =

𝑡

0

 

= 𝑎 ∫ 𝑥𝛿(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥 −
𝑎

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏 ∫ 𝑥𝑒

𝑥
𝜏𝑑𝑥.

𝑡

0

𝑡

0

 

(6.13) 

На основании фильтрующего свойства δ-функции первое слагаемое 

𝑎 ∫ 𝑥𝛿(𝑡 − 𝑥)𝑑𝑥 = 𝑎𝑡.

𝑡

0

 

Вычисляя по частям интеграл во втором слагаемом, получаем 

∫ 𝑥𝑒
𝑥
𝜏𝑑𝑥 = 𝜏(𝑥 − 𝜏)𝑒

𝑥
𝜏 |

𝑡

0

𝑡

0

= 𝜏𝑒
𝑡
𝜏(𝑡 − 𝜏) + 𝜏2. 
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После алгебраических преобразований из (6.13) окончательно нахо-

дим 

𝑈2(𝑡) = 𝑎𝜏 (1 − 𝑒− 
𝑡
𝜏).                                             (6.14) 

Переходная характеристика цепи, изображенной на рис. 6.3, равна 

ℎ(𝑡) = 𝑒− 
𝑡

𝜏, а интеграл Дюамеля имеет вид 

𝑈2(𝑡) = 𝑈1(0)ℎ(𝑡) + ∫ [
𝑑

𝑑𝑥
(𝑎𝑥)] 𝑒− 

𝑡−𝑥
𝜏 𝑑𝑥.

𝑡

0

 

С учётом начального условия 𝑈1(0) = 0 имеем 

𝑈2(𝑡) = 𝑎𝑒− 
𝑡
𝜏 ∫ 𝑒

𝑥
𝜏𝑑𝑥 = 𝑎𝜏𝑒− 

𝑡
𝜏 ∙ [𝑒

𝑥
𝜏|

𝑡

0
] = 𝑎𝜏 (1 − 𝑒− 

𝑡
𝜏).         (6.15)

𝑡

0

 

 

 

6.2.3. Спектральный метод 

 

Спектральная плотность входного воздействия 𝑆1(𝜔) = 𝐹[𝑈1(𝑡)] в 

данном случае непосредственно не вычисляется, так как интеграл  

𝐼 = ∫ |𝑎𝑡|𝑑𝑡
∞

0
 расходится. С помощью искусственных приёмов можно пока-

зать (см. задачу 3.4), что 

𝑆1(𝜔) = −
𝑎

𝜔2
. 

Комплексный коэффициент передачи вычисляем, подавая на вход це-

пи гармоническое колебание с комплексной амплитудой 𝑈̇1 (рис. 6.5). 

~U1 U2

C

RI

. . .

 
Рис. 6.5. Вычисление комплексного коэффициента передачи 

 

Комплексная амплитуда тока согласно закона Ома равна 

𝐼(̇𝜔) =
𝑈̇1

1
𝑗𝜔𝐶

+ 𝑅
, 

а амплитуда выходного напряжения 
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𝑈̇2 = 𝐼̇(𝜔) ∙ 𝑅 =
𝑗𝜔𝑅𝐶

1 + 𝑗𝜔𝑅𝐶
𝑈̇1. 

Обозначая 𝜏 = 𝑅𝐶, находим комплексный коэффициент передачи: 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑈̇2

𝑈̇1

=
𝑗𝜔𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
. 

Учитывая, что спектральная плотность выходного напряжения 

𝑆2(𝜔) = 𝐾(𝑗𝜔) ∙ 𝑆1(𝜔), с помощью обратного Фурье-преобразования нахо-

дим временной отклик 𝑈2(𝑡) = 𝐹−1[𝑆2(𝜔)], то есть 

𝑈2(𝑡) = −
𝑗𝜏

2𝜋
∫

1

𝜔
∙

1

1 + 𝑗𝜔𝜏
𝑒𝑗𝜔𝜏𝑑𝜔.

∞

−∞

 

Этот интеграл является расходящимся при 𝜔 → 0. 

Таким образом, непосредственное использование спектрального мето-

да в данном случае технически невозможно (преобразование Фурье «не 

работает») за счёт особенности (абсолютной неинтегрируемости) функции, 

описывающей входное воздействие. 

Вычислительные сложности устраняются переходом от преобразова-

ния Фурье к преобразованию Лапласа, которое является основой оператор-

ного метода. 

 

 

6.2.4. Операторный метод 

 

Использование операторного метода в значительной степени облегча-

ется наличием подробных таблиц преобразований Лапласа (см. приложе-

ние). 

Используя табличное преобразование 𝐿[𝑡 ∙ 1(𝑡)] =
1

𝑝2, находим изоб-

ражение (прямое преобразование Лапласа) входного воздействия 𝑈1 = 𝑎𝑡: 

𝑈1(𝑝) =
𝑎

𝑝2
. 

Далее находим операторный коэффициент передачи (рис. 6.6). 

~U1(p) U2(p)

1

pC

Ri(p)

 
Рис. 6.6. Вычисление операторного коэффициента передачи 
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Изображение тока в цепи равно 

𝑖(𝑝) =
𝑈1(𝑝)

1
𝑝𝐶

+ 𝑅
, 

а изображение выходного напряжения 

𝑈2(𝑝) = 𝑖(𝑝) ∙ 𝑅 =
𝑅

1
𝑝𝐶

+ 𝑅
∙ 𝑈1(𝑝) =

𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
𝑈1(𝑝), 

где 𝜏 = 𝑅𝐶. 

Следовательно, операторный коэффициент передачи равен 

𝐾(𝑝) =
𝑈2(𝑝)

𝑈1(𝑝)
=

𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
.                                         (6.16) 

Заметим, что из (6.16) легко получить спектральную плотность вход-

ного воздействия и комплексный коэффициент передачи с помощью заме-

ны 𝑝 → 𝑗𝜔. С помощью обратного преобразования Лапласа находим отклик 

цепи 

𝑈2(𝑡) = 𝐿−1[𝐾(𝑝) ∙ 𝑈1(𝑝)] = 𝐿−1 [
𝑎𝜏

𝑝(1 + 𝑝𝜏)
].                    (6.17) 

Используя табличное преобразование 

𝐿−1 [
𝑏

𝑝(𝑝 + 𝑏)
] = 1 − 𝑒−𝑏𝑡                                   (6.18) 

и представляя (6.17) в виде, аналогичном (6.18) 

𝑈2(𝑡) = 𝑎𝜏𝐿−1 [
1

𝜏

1

𝑝 (𝑝 +
1
𝜏

)
], 

находим (полагая 𝑏 =
1

𝜏
): 

𝑈2(𝑡) = 𝑎𝜏 (1 − 𝑒− 
𝑡
𝜏).                                             (6.19) 

Использование таблиц преобразований Лапласа практически исключа-

ет необходимость выполнения промежуточных интегральных преобразова-

ний и гарантирует отсутствие возникающих при этом ошибок. 
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6.3. Операторные характеристики простейших 

четырёхполюсников 

 

6.3.1. Операторные коэффициенты передачи простейших 

четырёхполюсников 

 

Рассмотрим простейшие RC, RL четырёхполюсники (рис. 6.7 – 

рис. 6.10), представляющие собой частные случаи эквивалентного  

Г-образного четырёхполюсника, приведённого на рис. 6.11 в пространстве 

изображений (по Лапласу). 

Изображение 𝑈1(𝑝) входного напряжения 𝑈1(𝑡) создаёт в цепи 

рис. 6.11 операторный ток. 

𝑖(𝑝) =
𝑈(𝑝)

𝑧1(𝑝) + 𝑧2(𝑝)
, 

где 𝑧1(𝑝), 𝑧2(𝑝) – операторные импедансы, при этом предполагается, что 

внутреннее сопротивление источника сигнала равно нулю. Следовательно, 

изображение выходного напряжения равно 

𝑈2(𝑝) = 𝑧2(𝑝) ∙ 𝑖(𝑝) =
𝑧2(𝑝)

𝑧1(𝑝) + 𝑧2(𝑝)
𝑈1(𝑝), 

откуда операторный коэффициент передачи равен 

𝐾(𝑝) =
𝑈2(𝑝)

𝑈1(𝑝)
=

𝑧2(𝑝)

𝑧1(𝑝) + 𝑧2(𝑝)
.                                      (6.20) 

Для четырёхполюсника, изображенного на рис. 6.7, с учётом  

𝑧1(𝑝) =
1

𝑝𝐶
, 𝑧2(𝑝) = 𝑅, получаем: 

𝐾(𝑝) =
𝑅

1
𝑝𝐶

+ 𝑅
=

𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
,                                           (6.21) 

где 𝜏 = 𝑅𝐶 – постоянная времени. 
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

 
Рис. 6.7 

 

Рис. 6.8 

 

C

R

 

L

R

 
Рис. 6.9 

 

Рис. 6.10 

 
Рис. 6.7 – 6.10. Простейшие RC, RL четырёхполюсники 

 

~U1(p) U2(p)i(p)

z1(p)

z2(p)

 
Рис. 6.11. Г-образный четырёхполюсник 

 

Аналогично для четырёхполюсника, изображенного на рис. 6.8, с учё-

том 𝑧1(𝑝) = 𝑅, 𝑧2(𝑝) = 𝑝𝐿 (из рис. 6.11), получаем 

𝐾(𝑝) =
𝑝𝐿

𝑅 + 𝑝𝐿
=

𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
,                                             (6.22) 

где 𝜏 =
𝐿

𝑅
 [с] – постоянная времени. 

Следовательно, частотные свойства четырёхполюсников, представ-

ленных на рис. 6.7, рис. 6.8, одинаковы при условии равенства постоянных 

времени (эти четырёхполюсники являются простейшими ФВЧ 1-го поряд-

ка). 
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6.3.2. Импульсные и переходные характеристики линейных 

систем (операторный метод) 

 

По определению импульсная характеристика 𝑔(𝑡) представляет собой 

реакцию линейной системы на воздействие δ-импульса, а переходная ℎ(𝑡) – 

реакцию на воздействие функции включения 1(𝑡). 

Метод вычисления 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) операторным методом поясняется на 

рис. 6.12. В результате получаем соотношения 

𝑔(𝑡) = 𝐿−1[𝐾(𝑝)], 

ℎ(𝑡) = 𝐿−1 [
1

𝑝
𝐾(𝑝)]. 

Следовательно, для определения 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) необходимо вычислить 

операторный коэффициент передачи 𝐾(𝑝). 

δ(t)    g(t)  1(t)   h(t)  

L ↓  ↑L–1  L ↓   ↑L–1  

1  K(p)  1

𝑝
 

  1

𝑝
𝐾(𝑝) 

 

Рис.6.12. Операторный метод вычисления импульсной и переходной характеристик 

 

Представляя (6.21), (6.22) в виде 

𝐾(𝑝) =
𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
=

𝑝

𝑝 +
1
𝜏

, 

с использованием формулы П6 таблицы преобразований Лапласа (прило-

жение 1) находим импульсную характеристику 

𝑔(𝑡) = 𝐿−1 [
𝑝

𝑝 +
1
𝜏

] = 𝛿(𝑡) −
1

𝜏
ехр (−

𝑡

𝜏
).                  (6.23) 

Рассмотрим физическое содержание последнего соотношения для  

RC-четырёхполюсника, изображенного на рис. 6.7. В момент 𝑡 = 0 мгно-

венно (поскольку мощность δ-импульса бесконечна) происходит заряд ём-

кости, которая затем постепенно разряжается при 𝑡 > 0 (разрядный ток 

протекает в противоположном направлении по отношению к зарядному) 

(рис. 6.13). 

 

K(p) 

 

K(p) 
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~δ(t) 

C

R
ЗАРЯД

+ –

t = 0  

C

R
РАЗРЯД

+ –

t > 0  
Рис. 6.13. Физический смысл импульсной характеристики четырёхполюсника, 

изображенного на рис. 6.7 

 

Далее находим переходную характеристику 

ℎ(𝑡) = 𝐿−1 [
1

𝑝
∙

𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
] = 𝐿−1 [

1

𝑝 +
1
𝜏

]. 

Согласно формуле П4 (приложение 1) получаем: 

ℎ(𝑡) = ехр (−
𝑡

𝜏
).                                                     (6.24) 

Физический смысл (6.24) для схемы рис. 6.7 поясняется на рис. 6.14. 

При подаче функции включения 1(𝑡) на вход цепи происходит постепен-

ный заряд ёмкости, в результате выходное напряжение  

𝑈2(𝑡) = 1(𝑡) − 𝑈𝑐(𝑡) уменьшается до нуля по мере увеличения напряжения 

𝑈𝑐 на ёмкости. 
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~1(t) 

C

R

+ –

UC

U2(t)=1(t)–UC(t)

 
Рис. 6.14. Физический смысл переходной характеристики четырёхполюсника с 

рис. 6.7. 

 

Перейдём к анализу цепей, изображенных на рис. 6.9 – 6.10. Опера-

торный коэффициент передачи RC-цепи, представленной на рис. 6.9, со-

гласно (6.20) равен 

𝐾(𝑝) =
1 𝑝𝐶⁄

𝑝 + 1 𝑝𝐶 ⁄
=

1

1 + 𝑝𝜏
,        𝜏 = 𝑅𝐶, 

а RL-цепи, представленной на рис. 6.10: 

𝐾(𝑝) =
𝑅

𝑅 + 𝑝𝐿
=

1

1 + 𝑝𝜏
,        𝜏 =

𝐿

𝑅
. 

Эти четырёхполюсники являются простейшими ФВЧ и при условии 

равенства постоянных времени имеют одинаковые частотные характери-

стики. 

Импульсная характеристика таких четырёхполюсников равна 

𝑔(𝑡) = 𝐿−1 [
1

1 + 𝑝𝜏
] =

1

𝜏
𝐿−1 [

1

𝑝 +
1
𝜏

] =
1

𝜏
ехр (−

𝑡

𝜏
) 

(использована формула П4). 

Соответственно переходная характеристика 

ℎ(𝑡) = 𝐿−1 [
1

𝑝(1 + 𝑝𝜏)
] = 𝐿−1 [

1 𝜏⁄

𝑝(𝑝 + 1 𝜏⁄ )
] = 1 − ехр (−

𝑡

𝜏
).          (6.25) 

(согласно формуле П8 приложения 1). 

Физический смысл характеристик 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) для RC-цепи, изображен-

ной на рис. 6.9, поясняется на рис. 6.15. В момент 𝑡 = 0 при подаче  

δ-импульса на вход происходит мгновенный заряд ёмкости с последующим 
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медленным разрядом (рис. 6.15а). При подаче функции включения 1(𝑡) 

напряжение на выходной ёмкости постепенно нарастает, приближаясь к 

постоянному входному (рис. 6.15б). 

Следует отметить, что импульсная характеристика является размерной 

([𝑔] = с−1), а переходная – безразмерной относительно времени 𝑡.  

 
а) 

 
б) 

~
δ(t) 

C

R

ЗАРЯД

+

–

t = 0  

РАЗРЯД

t > 0 

C

R

+

–

 

~
1(t) 

C

R

i(t)
+

–



t

dtti
C

th
0

)(
1

)(

 

Рис. 6.15. Физический смысл импульсной и переходной характеристики 

четырёхполюсника с рис.6.9 

 

  



62 

В таблице 1 обобщены результаты расчётов характеристик 

простейших RC-, RL-цепей. 

Таблица 1.  

Характеристики RC-, RL-четырёхполюсников первого порядка 

ФВЧ 

C

R RC

 

 

𝐾(𝑝) =
𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
 

 

𝑔(𝑡) = 𝛿(𝑡) −
1

𝜏
ехр (−

𝑡

𝜏
) 

 

ℎ(𝑡) = ехр (−
𝑡

𝜏
) 

R

L
R

L


 
 

 

ФНЧ 

C

R

RC

 

 

𝐾(𝑝) =
1

1 + 𝑝𝜏
 

 

𝑔(𝑡) =
1

𝜏
ехр (−

𝑡

𝜏
) 

 

ℎ(𝑡) = 1 − ехр (−
𝑡

𝜏
) 

L

R
R

L

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6.4. Примеры решения задач операторным методом 

 

При решении конкретных задач можно использовать любой из мето-

дов, представленных в разделе 6.1. Однако в силу отмеченных преиму-

ществ метод преобразования Лапласа в дальнейшем будет использоваться 

именно этот метод. 

Рекомендуется следующая последовательность вычислений: 

– находится изображение (преобразование Лапласа) входного воз-

действия 𝑈1(𝑝) (с использованием таблицы Приложения), 

– вычисляется операторный коэффициент передачи 𝐾(𝑝), 

– изображение выходного напряжения 𝑈2(𝑝) = 𝐾(𝑝) ∙ 𝑈1(𝑝), 

– находится оригинал 𝑈2(𝑡) = 𝐿−1[𝑈2(𝑝)] (используется таблица 

Приложения), 

– качественно в одном масштабе сопоставляются осциллограммы 

входного и выходного сигналов, даётся физическая интерпретация полу-

ченного результата. 

 

Задача 6.2 

 

На входе простейшего ФНЧ действует линейно нарастающее напря-

жение 𝑈1(𝑡) = 𝑎𝑡 ∙ 1(𝑡) (рис. 6.16). 

 

~ C

R

U2=?

 
Рис. 6.16. Линейно нарастающее напряжение на входе RC-цепи 

 

Найти напряжение на выходе фильтра.  

 

Решение: 

В соответствии с операторным методом выполняется следующая по-

следовательность вычислений: 

𝑈1(𝑝) =
𝑎

𝑝2,  (формула П3 приложения 1), 

𝐾(𝑝) =
1

1 + 𝑝𝜏
, 

𝑈2(𝑝) =
𝑎

𝑝2(1 + 𝑝𝜏)
= 𝑎𝜏

1 𝜏2⁄

𝑝2 (𝑝 +
1
𝜏

)
, 

где 𝑎𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
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Используя формулу П11 приложения 1, получаем 

𝑈2(𝑡) = 𝑎𝜏 [
1

𝜏
𝑡 − (1 − 𝑒− 

𝑡
𝜏)] = 𝑎𝑡 − 𝑎𝜏 (1 − 𝑒− 

𝑡
𝜏). 

 
Рис. 6.17. Выходной сигнал 

 

В частности, если 𝑡 ≪ 𝜏, то используя разложение 

𝑒− 
𝑡
𝜏 ≈ 1 −

𝑡

𝜏
+

1

2
(

𝑡

𝜏
)

2

+ ⋯, 

получаем 

𝑈2(𝑡) ≈
1

2

𝑎

𝜏
𝑡2, 

то есть в этом временном интервале происходит интегрирование входного 

воздействия. 

Если 𝑡 ≫ 𝜏, то 𝑒−
𝑡

𝜏 ≈ 0, 𝑈2(𝑡) = 𝑎(𝑡 − 𝜏) и выходное напряжение по-

вторяет входное с временным сдвигом 𝜏, характеризующим инерционность 

системы. 

 

 

Задача 6.3 

 

На вход простейшего ФВЧ (см. таблица 1) подаётся экспоненциаль-

ный импульс 𝑈1(𝑡) = 𝑒
− 

𝑡

𝑡0 ∙ 1(𝑡), где 𝑡0 – характерная длительность им-

пульса. 

 

~
C

R U2=?

UC

 
 

Найти напряжение на выходе фильтра.  
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Решение: 

Изображение сигнала 𝑈1(𝑝) =
1

𝑝+
1

𝑡0

 (формула П4 приложения 1), 

𝐾(𝑝) =
𝑝𝜏

1+𝑝𝜏
  – операторный коэффициент передачи. 

Тогда имеем 

𝑈2(𝑝) =
𝑝𝜏

1 + 𝑝𝜏
∙

1

𝑝 +
1
𝑡0

=
𝑝

(𝑝 +
1
𝜏

) (𝑝 +
1
𝑡0

)
. 

Применяя формулу П10 приложения 1, получаем 

𝑈2(𝑡) =
1

1
𝑡0

−
1
𝜏

∙ (
1

𝑡0

𝑒
− 

𝑡
𝑡0 −

1

𝜏
𝑒− 

𝑡
𝜏) =

1

𝜏 − 𝑡0

∙ (𝜏𝑒
− 

𝑡
𝑡0 − 𝑡0𝑒− 

𝑡
𝜏). 

 

Анализ результата: 

В любой момент времени справедлив закон Кирхгофа 

𝑈2(𝑡) = 𝑈1(𝑡) − 𝑈𝐶(𝑡). Если 𝑡 = 0, то в силу предположения 𝑈𝑐(𝑡 = 0) = 0 

выходное напряжение 𝑈2(𝑡) = 𝑈1(𝑡) (воспроизводится фронт импульса). С 

течением времени 𝑈1(𝑡) уменьшается, а напряжение 𝑈𝐶(𝑡) растёт, и в опре-

делённый момент 𝑡1 выполняется условие 𝑈1(𝑡) = 𝑈𝐶(𝑡), в силу чего вы-

ходное напряжение 𝑈2(𝑡1) = 0. В дальнейшем происходит разряд ёмкости 

в направлении, обратном зарядному и поэтому 𝑈2(𝑡 > 𝑡1) < 0. 

Условно считая 𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, рассмотрим зависимость формы 𝑈2(𝑡) от 

соотношения между длительностью импульса 𝑡0 и постоянной времени 𝜏. 

Если 𝑡0 ≫ 𝜏, то 𝑈2(𝑡) ≈
1

−𝑡0
(−𝑡0𝑒−

𝑡

𝜏) = 𝑒−
𝑡

𝜏, то есть импульс на выходе 

значительно укорачивается (рис. 6.18а). 

Если 𝑡0 ≪ 𝜏, то 𝑈2(𝑡) ≈
1

𝜏
(𝜏𝑒

−
𝑡

𝑡0) = 𝑒
−

𝑡

𝑡0, в этом случае импульс на 

выходе воспроизводится практически без искажений (рис. 6.18б). 

Если 𝑡0 = 𝜏, то 𝑈2(𝑝) =
𝑝

(𝑝+
1

𝜏
)

2, в результате 𝑈2(𝑡) = (1 −
𝑡

𝜏
) ∙ 𝑒−

𝑡

𝜏 

(формула П7 приложения 1), и 𝑈2(𝑡) = 0 при 𝑡 = 𝜏 (рис. 6.18в). 
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а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 6.18. Выходной сигнал 

 

 

Задача 6.4 

 

На вход простейшего ФНЧ (см. таблица 1) подаётся экспоненциаль-

ный импульс 𝑈1(𝑡) = 𝑒
− 

𝑡

𝑡0 ∙ 1(𝑡). 

  
 

Найти напряжение на выходе фильтра. 

 

Решение: 

Изображение импульса 𝑈1(𝑝) =
1

𝑝+
1

𝑡0

 (формула П4 приложения 1). 

𝐾(𝑝) =
1

1 + 𝑝𝜏
=

1

𝜏
∙

1

𝑝 +
1
𝜏
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а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 6.19. Выходной сигнал 

 

𝑈2(𝑝) =
1

𝜏
∙

1

(𝑝 +
1
𝜏

) (𝑝 +
1
𝑡0

)
 

Согласно формуле П9 приложения 1, имеем 

𝑈2(𝑡) =
1

𝜏
∙

1

1
𝑡0

−
1
𝜏

∙ (𝑒− 
𝑡
𝜏 − 𝑒

− 
𝑡

𝑡0) =
𝑡0

𝜏 − 𝑡0

∙ (𝑒− 
𝑡
𝜏 − 𝑒

− 
𝑡

𝑡0) . 

Если 𝑡0 = 𝜏, то 𝑈2(𝑡) =
𝑡

𝜏
𝑒−

𝑡

𝜏 (формула П5 приложения 1). 

 

Анализ результата: 

Если 𝑡 = 0, то 𝑈2(𝑡) = 0 (заряд на выходной ёмкости отсутствует). 

При 𝑡0 ≫ 𝜏, то 𝑈2(𝑡) ≈ 𝑒
−

𝑡

𝑡0 − 𝑒−
𝑡

𝜏, в этом случае искажается только 

фронт импульса (𝑒
−

𝑡

𝑡0 ≫ 𝑒−
𝑡

𝜏 при 𝑡 > 𝜏 (рис. 6.19а). 

Если 𝑡0 ≪ 𝜏, то 𝑈2(𝑡) ≈
𝑡0

𝜏
(𝑒−

𝑡

𝜏 − 𝑒
−

𝑡

𝑡0) , импульс искажается суще-

ственно, его пиковое значение на выходе резко уменьшается (рис. 6.19б). 
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Задача 6.5. 

 

На вход простейшего ФВЧ (см. таблица 1) подаётся прямоугольный 

импульс единичной амплитуды и длительностью 𝑡0. 

  
 

Найти напряжение на выходе фильтра. 

 

Решение: 

Представляя импульс в виде 𝑈1(𝑡) = 1(𝑡) − 1(𝑡 − 𝑡0) и учитывая 

определение переходной характеристики ℎ(𝑡) как реакцию на функцию 

включения, получаем 

𝑈2(𝑡) = ℎ(𝑡) ∙ 1(𝑡) − ℎ(𝑡 − 𝑡0) ∙ 1(𝑡 − 𝑡0) 

(последнее соотношение фактически является интегралом Дюамеля). 

Учитывая соотношение (6.24), находим 

𝑈2(𝑡) = 𝑒− 
𝑡
𝜏 ∙ 1(𝑡) − 𝑒− 

𝑡−𝑡0
𝜏 ∙ 1(𝑡 − 𝑡0). 
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а) 

 

б) 

 

 

Рис. 6.20. Выходной сигнал 

 

Анализ результата: 

Выходное напряжение 𝑈2(𝑡) = 𝑈1(𝑡) − 𝑈𝐶(𝑡), где 𝑈𝐶(𝑡) – напряжение 

на ёмкости. В момент 𝑡 = 0 с учётом 𝑈𝐶(𝑡 = 0) = 0 выходное напряжение 

𝑈2 = 𝑈1. Затем начинается заряд ёмкости и выходное напряжение умень-

шается. 

Если 𝑡0 ≫ 𝜏, то 𝑈𝐶(𝑡) быстро (в сравнении с длительностью импульса 

𝑡0) заряжается, приближаясь к амплитуде входного напряжения 𝑈1(𝑡) и, как 

следствие, зарядный ток прекращается, следовательно, 𝑈2(𝑡) ≈ 0 при 𝑡 > 𝜏. 

В течение временного интервала 𝑡 > 𝑡0 происходит сравнительно быстрый 
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разряд ёмкости с инерционностью, определяемой величиной 𝜏 = 𝑅𝐶. В 

этом случае происходит «дифференцирование» выделение фронтов вход-

ного импульса (рис. 6.20 а). 

При 𝑡0 ≪ 𝜏 напряжение на ёмкости не успевает достичь амплитудного 

значения входного импульса, поэтому выходное напряжение близко к 

входному. Искажения импульса минимальны (рис. 6.20 б). 

 

 

Задача 6.6 

 

На входе простейшего ФНЧ (таблица 1) – импульс прямоугольной 

формы длительностью 𝑡0 (рис. 6.21). 

  
 

Найти напряжение на выходе фильтра. 

 

Решение: 

Поскольку 𝑈1(𝑡) = 1(𝑡) − 1(𝑡 − 𝑡0), то 

𝑈2(𝑡) = ℎ(𝑡) ∙ 1(𝑡) − ℎ(𝑡 − 𝑡0) ∙ 1(𝑡 − 𝑡0), 

где ℎ(𝑡) = 1 − 𝑒− 
𝑡

𝜏 (согласно (6.25)). 

 

Анализ результатов: 

В момент 𝑡 = 0, напряжение 𝑈2 = 0, затем понижается заряд емкости 

𝐶 по экспоненциальному закону. С окончанием импульса происходит раз-

ряд емкости по экспоненциальному закону. 

Если 𝑡0 ≫ 𝜏, то выходное напряжение (напряжение на ёмкости) быст-

ро (в сравнении с 𝑡0) нарастает до амплитуды входного импульса, а затем 

при 𝑡 > 𝑡0 столь же быстро уменьшается до нуля. Импульс на выходе вос-

производится с минимальными искажениями фронтов (рис. 6.21а). 

В случае 𝑡0 ≪ 𝜏 выходная ёмкость не успевает зарядиться, поэтому 

выходное напряжение значительно меньше амплитуды входного. Для вре-

менного интервала 𝑡 < 𝑡0 ≪ 𝜏, представляя экспоненту в виде ряда, полу-

чаем: 

𝑈2(𝑡) ≈ 1 − (1 −
𝑡

𝜏
) =

𝑡

𝜏
,        𝑡 < 𝑡0, 
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то есть на этом интервале происходит «интегрирование» входного импуль-

са (рис. 6.21б). 

 

 

 

 

 

а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 6.21. Выходной сигнал 

 

 

Задача 6.7 

 

На вход простейшего ФВЧ подаётся последовательность двух импуль-

сов (рис. 6.22) 𝑈1(𝑡) = 1(𝑡) − 1(𝑡 − 𝑡0) + 1(𝑡 − 2𝑡0) − 1(𝑡 − 3𝑡0). 
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Найти напряжение на выходе фильтра. 

 

Решение: 

𝑈2(𝑡) = ℎ(𝑡) ∙ 1(𝑡) − ℎ(𝑡 − 𝑡0) ∙ 1(𝑡 − 𝑡0) + 

+ℎ(𝑡 − 2𝑡0) ∙ 1(𝑡 − 2𝑡0) − ℎ(𝑡 − 3𝑡0) ∙ 1(𝑡 − 3𝑡0), 

где ℎ(𝑡) = 𝑒− 
𝑡

𝜏 – переходная характеристика (формула (6.24)). 

 

Анализ результатов: 

Условно считаем 𝑡0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Если 𝜏~𝑡0, то второй импульс начинается в тот момент, когда ещё не 

закончился переходный процесс от первого импульса и на ёмкости сохра-

нился заряд (см. задачу 6.4 и рис. 6.22а). 

В случае 𝜏 ≪ 𝑡0 процессы заряда и разряда ёмкости заканчиваются 

быстро в сравнении с 𝑡0, в результате на выходе цепи происходит «диффе-

ренцирование» импульсов (рис. 6.22б). 

 

 

 

а) 

 

б) 

 

в) 

Рис. 6.22. Выходной сигнал 
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При 𝜏 ≫ 𝑡0 ёмкость практически не успевает зарядиться и импульсы 

воспроизводятся с минимальными искажениями (рис. 6.22в). 

Топология данной RC-цепи такова, что на выходе отсутствует посто-

янная составляющая входного напряжения, присутствующая на входе (её 

появлению препятствует ёмкость, включённая последовательно по отно-

шению к источнику сигнала). 

 

 

6.5. Дифференцирующие и интегрирующие цепи 

 

Рассмотрим RC, RL-цепи, изображенные на рис. 6.23.  

 
𝜏 = 𝑅𝐶 

 

𝜏 =
𝐿

𝑅
 

 
Рис. 6.23. Примеры простейших дифференцирующих цепей (при условии 𝜏 ≪ 𝑡0) 

 

Комплексный коэффициент передачи этих цепей легко получить из 

(6.22) путём формальной замены 𝑝 → 𝑗𝜔 (или непосредственно рассчитать 

согласно (6.20)): 

𝐾(𝑗𝜔) =
𝑗𝜔𝜏

1 + 𝑗𝜔𝜏
. 

Если выполнено условие 𝜔𝜏 ≪ 1, то приближённо 

𝐾(𝑗𝜔) ≈ 𝑗𝜔𝜏.                                                  (6.26) 

В соответствии со свойствами преобразования Фурье спектр произ-

водной сигнала и спектр исходного сигнала связаны сомножителем 𝑗𝜔. 

Следовательно, процесс на выходе четырёхполюсника с коэффициентом 

передачи (6.26) является производной процесса на входе: 

𝑈2(𝑡) ≈ 𝜏
𝑑𝑈1(𝑡)

𝑑𝑡
.                                             (6.27) 
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Поскольку полоса частот ∆𝜔, занимаемая процессом (сигналом), при-

ближённо равна ∆𝜔 ≈
1

𝑡0
, где 𝑡0 – характерное время изменения (например, 

длительность импульса), то условие 𝜔𝜏 ≪ 1 можно представить в виде 
𝜏

𝑡0
≪

1. 

Таким образом, для того чтобы осуществлялось приближённо диффе-

ренцирование входного процесса, необходимо выполнение двух условий: 

– необходимая топология четырёхполюсника (он должен иметь ча-

стотную характеристику ФВЧ типа), 

– постоянная времени цепи 𝜏 ≪ 𝑡0. 

 

Рассмотрим RC- и RL-цепи, изображенные на рис. 6.24. 

 
𝜏 = 𝑅𝐶 

 

𝜏 =
𝐿

𝑅
 

 
Рис. 6.24. Примеры простейших интегрирующих цепей (при условии 𝜏 ≫ 𝑡0) 

 

Аналогично для четырёхполюсников (рис. 6.23) имеем 

𝐾(𝑗𝜔) =
1

1 + 𝑗𝜔𝜏
, 

если 𝜔𝜏 ≫ 1, то 

𝐾(𝑗𝜔) ≈
1

𝑗𝜔𝜏
.                                                     (6.28) 

Спектры выходного и входного процессов для этих целей связаны 

сомножителем 
1

𝑗𝜔𝜏
, то есть процесс на выходе цепи является текущим инте-

гралом входного процесса: 

𝑈2(𝑡) =
1

𝜏
∫ 𝑈1(𝑡)𝑑𝑡.                                          (6.29)

𝑡

0
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Поскольку полоса частот входного процесса ∆𝜔 ≈
1

𝑡0
, где 𝑡0 – харак-

терное время изменения процесса на входе, то условие интегрирования 

𝜔𝜏 ≫ 1 принимает вид 
𝜏

𝑡0
≫ 1. 

Следовательно, выполняется приближённое интегрирование, если со-

блюдены условия: 

– топология цепи такова, что четырёхполюсник имеет характеристи-

ку ФНЧ типа, 

– постоянная времени 𝜏 ≫ 𝑡0. 

 

 

Задача 6.8 

 

Качественно оценить форму выходного напряжения, если на вход це-

пи типа ФВЧ подаётся импульс трапецеидальной формы (рис. 6.25) при 

условии 𝜏 ≪ 𝑡0. 

 

Решение: 

Топология и постоянная времени цепи таковы, что выходное напря-

жение пропорционально производной входного: 

𝑈2(𝑡) ≈ 𝜏
𝑑𝑈1(𝑡)

𝑑𝑡
. 

 
 

 
 

 
Рис. 6.25. Пример импульса трапецеидальной формы 
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Приложение 

 

Таблица простейших преобразований Лапласа 

 

№ Изображение Оригинал ( 0t ) 

П1 1 )(t  

П2 
p

1
 )(1 t  

П3 2

1

p
 t 

П4 
ap 

1
 )exp( at  

П5 2)(

1

ap 
 )exp( att   

П6 
ap

p


 )exp()( atat   

П7 2)( ap

p


 )exp()1( atat   

П8 
)( app

a


 )exp(1 at  

П9 
))((

1

bpap 
  btat ee

ab

 


1
 

П10 
))(( bpap

p


  atbt aebe

ab

 


1
 

П11 
)(2

2

bpp

b


  btebt  1  

П12 22 



p
 )sin( t  

П13 22 p

p
 )cos( t  
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